Задача
Продолжения противоположных сторон AB и CD вписанного четырёхугольника ABCD пересекаются в точке M, а сторон AD и BC – в точке N. Тогда а) биссектрисы углов (AMD и (ANB взаимно перпендикулярны; б) прямые MО и NО пересекают стороны четырехугольника в вершинах ромба

Пусть биссектрисы углов (AMD и (ANB пересекают стороны четырёхугольника в точках Р и R, Q и L. Обозначим углы (PMC = (, (CNQ = β, (BCM = (DCN = γ. Найдём угол пересечения отрезков МО и NО: обозначим угол (МON = x Углы четырехугольника PCQO равны: (PCQ = 180( - γ, (CPO = ( + γ, (CQO = β + γ и (POQ = x. Сумма углов в этом четырёхугольнике равна: (180( - γ) + (( + γ) + (β + γ) + х = 360(. Отсюда х = 180( – (( + β + γ).

Найдём противоположные углы (BAD и (BСD в четырёхугольнике АВСD: (BAD = 2( + γ, (BCD = 2β + γ. Так как четырехугольник АВСD вписанный, то сумма противоположных углов равна 180(: (BAD + (BCD  = 2( + 2β + 2γ = 180( или ( + β + γ = 90(.
Тогда х = 180( – (( + β + γ) = 90(.

Следовательно, диагонали четырёхугольника LPQR пересекаются под прямым углом. Из равенства двух треугольников (ОРN и (ORN (ОN – общая сторона, (PON = (RON = 90( и (PNO = (RNO = β) следует, что РО = RО. Тогда прямоугольные треугольники (РОQ и (RОQ равны по двум катетам: РО = RО, ОQ – общая сторона. Тогда РQ = RQ. Аналогично можно доказать, что РQ = LP. Таким образом, четырёхугольник LPQR имеет равные стороны и перпендикулярные диагонали. Значит четырёхугольник LPQR – ромб.
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