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Введение
Предмет эконометрики – количественная оценка взаимосвязей между экономическими переменными в виде эконометрической модели.

Цель – получение прогнозов показателей для использования в управлении экономическими процессами.

Эконометрическая модель – это описание формы связи между экономическими показателями на основе статистических данных с помощью методов математической статистики. 

Используемые в эконометрике данные – это реальные статистические данные, которые наблюдаются с ошибками, а также име-ют внутреннюю стохастическую природу, т. к. формируются под воздействием множества факторов, из которых не все поддаются контролю. Кроме того, неучтённые в модели факторы оказывают некоторое результирующее воздействие, величина которого заранее неизвестна. Все эти неучтённые и неконтролируемые факторы, а также случайные ошибки описываются случайной величиной ε, которая является случайной компонентой эконометрической модели и обуславливает стохастический характер самой модели. 

А. Основные понятия и методы 
математической статистики
Числовые характеристики случайной величины Х:

 Математическое ожидание 
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      - для непрерывной случайной величины: 
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Оценкой математического ожидания в статистике является средняя арифметическая взвешенная 
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 всех значений Х, в которой весами являются относительные частоты (вероятности) появления значений Х: 
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 Дисперсия 
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 – стандартное отклонение.

Статистической оценкой дисперсии является выборочная дисперсия: 
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. Так как эта оценка смещённая, то вместо неё часто используют исправленную дисперсию: 
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Здесь (
[image: image12.wmf]1
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) – число степеней свободы (df), которое определяется как разность полного числа независимых наблюдений n и числа связей, наложенных на наблюдения при вычислении данной характеристики.
Случайные векторы и их характеристики. Упорядоченный набор 
[image: image13.wmf](
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 случайных величин называется n-мерным случайным вектором. Основные характеристики:

Математическое ожидание случайного вектора представляет собой вектор математических ожиданий: 
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Дисперсия случайного вектора – это квадратная матрица V(X)nxn, составленная из коэффициентов ковариации компонент этого вектора:
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и называемая матрица ковариаций (ковариационная матрица). 
На главной диагонали этой матрицы находятся дисперсии компонент вектора Х: 
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. Если компоненты вектора Х независимы, то матрица V(X) принимает вид диагональной матрицы. Например:
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На основе матрицы V(X)nxn определяются парные коэффициенты корреляции:
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их совокупность представляет собой квадратную симметричную матрицу размера nxn, на главной диагонали которой стоят 1.

Статистической оценкой r является выборочный коэффициент корреляции  rn, который можно определить по формуле:
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В эконометрике большую роль играет нормальный закон распределения (Гаусса). Это распределение очень важно в теории вероятностей, математической статистике и их приложениях. Оно обладает свойством: если исследуемая с/в Х формируется под воздействием суммы большого числа независимых случайных факторов, то можно считать (приближённо), что её распределение является нормальным (согласно ЦПТ – центральной  предельной теореме):  
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= V(X). 
Плотность вероятности нормального закона имеет вид: 
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. Плотность и функция распределения нормального закона обычно определяются по таблицам (табулируются). Для табуляции произвольная величина Х нормируется, т. е. приводится к стандартному виду по формуле: 
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 называется стандартной нормальной случайной величиной. Её плотность вероятности имеет вид: 
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, а функция распределения: 
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. Вместо функции распределения чаще используется  функция Лапласа: 
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, значения которой приводятся в статистических таблицах. При этом, очевидно, F(x) = Ф(х) + 0,5.
Кроме нормального распределения в эконометрике широко применяется ряд специальных распределений, среди которых важнейшее значение имеют: 
[image: image29.wmf]2
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-распределение (хи-квадрат распределение), распределение Стьюдента (t-распределение), распределение Фишера (F-распределение). Все они связаны с нормальным законом распределения. 

Важнейшим понятием в математической статистике является понятие выборки. Выборка объема n – это результат наблюдения некоторой случайной переменной Х, которое повторяется n раз в одних и тех же (контролируемых) условиях. Выборка является частью генеральной совокупности, представляющей собой все значения с/в Х с функцией распределения F(x). Часто говорят, что «выборка взята из распределения F(x)». Поэтому с точки зрения теории вероятностей случайная выборка 
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 трактуется как последовательность независимых случайных величин с одним и тем же законом распределения
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Целью математической статистики является получение надежных выводов о генеральной совокупности на основе выборочных данных. Основными задачами математической статистики являются задачи оценивания и проверки гипотез. 
1. К задачам оценивания относят: 

- задачи оценивания вида закона распределения;

- задачи оценивания параметров распределений;

- регрессионные задачи, т. е. оценивание параметров связи между переменными.
Статистические оценки параметров делятся на точечные (выражаются одним числом) и интервальные (определяются числовым интервалом, внутри которого с некоторой заданной  вероятностью Р может находиться оцениваемый параметр).

Точечными оценками основных числовых характеристик случайных величин являются так называемые «выборочные статистики», в частности:

- выборочное среднее: 
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- выборочная дисперсия (исправленная): 
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Надежность получаемых статистических оценок определяется требованиями несмещённости, эффективности и состоятельности. 

Пусть 
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 некоторая оценка параметра 
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1) Несмещённость. Оценка 
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 называется несмещенной оценкой параметра 
[image: image37.wmf]q

, если 
[image: image38.wmf]q

q

=

)

ˆ

(

E

.
Например, выборочная средняя 
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 является несмещенной оценкой математического ожидания 
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. Несмещённость оценки означает, что при её использовании не будет систематической ошибки. 

2) Состоятельность. Оценка 
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 называется состоятельной, если с увеличением числа наблюдений (при 
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. Например, выборочная средняя 
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 является состоятельной оценкой математического ожидания 
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3) Эффективность. Оценка 
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 называется эффективной, если она (из всех возможных оценок параметра 
[image: image50.wmf]q

) имеет наименьшую дисперсию. 
2. Проверка гипотез. В задаче проверки гипотезы выдвигается основная или нулевая 
[image: image51.wmf](
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 гипотеза о том, что неизвестный параметр 
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 принадлежит некоторому множеству (принимает некоторое значение), и альтернативная гипотеза 
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 о том, что 
[image: image54.wmf]q

 принадлежит другому множеству. При этом используются обозначения:
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Требуется: на основе наблюдений 
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 проверить нулевую гипотезу 
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, т. е. принять её либо отвергнуть в пользу 
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. Процедура проверки гипотезы называется статистическим критерием (тестом).

Статистический критерий формулируется в виде неравенства: 
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 – некоторая функция  от выборки, называемая проверочной статистикой, С – критическое значение (порог), определяющее критическую область (К). Требуется найти такое С, чтобы вероятность 
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  можно было считать практически невозможным. Критическое значение С обозначают как 
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Если же фактически событие наблюдается, то говорят, что «выборка  обнаруживает значимые отклонения  от гипотезы»  
[image: image65.wmf]Þ

 гипотеза 
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 отвергается. А если произошло противоположное событие 
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 не отвергается, говорят: «гипотеза не противоречит наблюдениям»  
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 принимается.

Величина 
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 – это допустимая вероятность ошибки при принятии решения отвергнуть 
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, когда она верна, называемая «ошибка 1-го рода».

Критическая область 
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 (критическая точка 
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) может быть односторонней (для распределений Фишера и 
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) и двусторонней (для симметричных распределений – нормального и Стьюдента). 
 Для односторонней области 
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 – вероятность попадания в хвост распределения, для двусторонней: 
[image: image77.wmf]{
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Если распределение симметрично, то двусторонние критические точки связаны с односторонними критическими точками соотношением: 
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р-value (р-значение). Если проверочная статистика 
[image: image79.wmf]n
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 имеет распределение: стандартное нормальное, 
[image: image80.wmf]2
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, Стьюдента или Фишера, то можно использовать еще одну критическую величину, называемую р-значение, значимость. 
р-значение представляет собой вычисленную вероятность ошибки первого рода – фактическую значимость проверочной статистики 
[image: image81.wmf]n
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. Применение р-значения позволяет сразу (без использования таблиц) судить о значимости нулевой гипотезы путем сравнения его с уровнем значимости 
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. Все компьютерные пакеты обычно приводят р-значения вычисленных проверочных статистик. Если найденное р-значение меньше заданного 
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то нулевая гипотеза отвергается, и, следовательно, проверочная статистика 
[image: image85.wmf]n
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 признаётся значимой.
Б. Виды эконометрических моделей

Эконометрическая модель служит основой для анализа и прогнозирования изучаемых экономических процессов и явлений и даёт возможность для принятия обоснованных управленческих решений. Эконометрические модели применяются в бизнес-планирова-нии, в маркетинговых исследованиях, в бюджетном планировании и т. д. Рассмотрим основные классы эконометрических моделей.
1) Регрессионная модель с одним уравнением
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     где
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–  зависимая (объясняемая) переменная;
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–  независимые (объясняющие) переменные 
  (при k = 1 это парная модель, при k > 1 – множественная);
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–  параметры.
2) Модели временных рядов (динамические модели). Например, модель одномерного временного ряда:
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3) Регрессионная модель с несколькими уравнениями (система эконометрических уравнений), где каждое уравнение может, кроме объясняющих переменных, в правой части включать в себя объясняемые переменные из других уравнений. Например, простейшая система одновременных уравнений записывается в виде:
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Также в правой части уравнений могут присутствовать зависимые переменные у, измеренные в предыдущие моменты времени, т. е. «лаговые» переменные, например, 
[image: image92.wmf]1

-

t

y

.

Переменные в регрессионной модели делятся на два класса в зависимости от того, являются они или нет объектом объяснения.

1. Эндогенные переменные (зависимые) определяются моделируемым явлением (у). 

2. Экзогенные переменные (независимые) входят в модель, но определяются независимо от нее, вне её (х).

Экзогенные и лаговые переменные называют также предопределёнными переменными.
Эконометрические модели в виде систем уравнений используются обычно для моделирования макроэкономических явлений. Рассмотрим пример простой макромодели. Обозначим: 
[image: image93.wmf]С

– потребление, 
[image: image94.wmf]T

– подоходный налог, 
[image: image95.wmf]I

– инвестиции, 
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– национальный доход, 
[image: image97.wmf]R

– характеристика государственного регулирования, G – государственные закупки. Модель может быть записана в виде:
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Здесь
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– текущие эндогенные переменные;
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– текущие экзогенные переменные;
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– лаговая эндогенная переменная.

Типы данных

Вид эконометрической модели также зависит от исходных данных, которые делят на 2 типа.

1. Пространственные (перекрёстные) данные – это данные, полученные для разных однотипных объектов в один период времени (вариационные ряды);
2. Временные ряды (time series data) – это данные, характеризующие один и тот же объект в различные моменты или периоды времени.
Также можно рассматривать модели, в которых используются пространственно-временные данные.
Отличительной чертой временных данных является то, что они естественным образом упорядочены во времени, а также то, что в близкие моменты времени наблюдения часто бывают зависимыми (например, данные о динамике уровня инфляции за определенный период).
Различие типов данных обусловлено тем, что они в силу своей специфики требуют специальных (своих) методов обработки. Основными методами эконометрики являются: корреляционно-рег-рессионный анализ, МНК и его модификации: ОМНК, ДМНК и др., а также метод максимального правдоподобия (ММП).
Информационное обеспечение эконометрического моделирования разрабатывается в виде пакетов прикладных программ (ППП). Имеющиеся ППП можно разделить на статистические пакеты общего назначения и специализированные эконометрические пакеты.

К пакетам общего назначения можно отнести: SPSS, STATGRAPHICS, STАTISTICA, STADIA и др. К специализированным пакетам можно отнести: Econometric Views (EViews), MATRIXER и др. Наиболее доступным и простым в использовании является инструмент Microsoft Excel.
Тема 1. Спецификация эконометрической модели.

 Модель парной регрессии.

Проблема изучения взаимосвязей экономических показателей является одной из важных проблем экономического анализа. Например, ясно, что в рыночной экономике нельзя непосредственно регулировать темпы инфляции, но можно воздействовать на них средствами кредитно-денежной и бюджетно-налоговой политики. Следовательно, необходимо знать, как они могут влиять, какая между ними связь (в частности, зависимость между предложением денег и уровнем цен).

Анализ зависимостей между экономическими переменными чаще всего производится с помощью регрессионных моделей, которые строятся на основе  выборочных статистических данных. 

На практике в первую очередь строят линейные (по параметрам) модели – парные и множественные. Модели парных связей широко применяются ввиду своей простоты, наглядности и удобства интерпретации. Они могут иметь самостоятельное значение (при изучении важнейших, доминирующих факторов), а также позволяют производить обоснованный отбор факторов для построения множественной регрессии. Кроме того, если необходимо построить нелинейную регрессию, то обычно проводят её линеаризацию, т. е. сводят к линейной регрессии.
Рассмотрим случай парной линейной регрессии переменных Х и Y. Тогда необходимо рассмотреть два вопроса:

1) связаны ли линейно X, Y ?

2) какова формула этой связи?

Для ответа на первый вопрос определяется коэффициент корреляции случайных величин Х и Y, на второй – уравнение регрессии. 

Коэффициент корреляции в генеральной совокупности определяется по формуле:  
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 и оценивает наличие и тесноту связи случайных величин Х и Y. Известно, что если X, Y – независимы, то 
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С другой стороны, чем связь между Х и Y сильнее, тем коэффициент r (по модулю) ближе к 1.
По выборке 
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 определяется выборочный коэффициент 
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, являющийся статистической оценкой коэффициента r:
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Для проверки гипотезы о значимости выборочного значения 
[image: image109.wmf]n
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 используется критерий Стьюдента.

Алгоритм проверки гипотезы:

1) выдвигаются гипотезы: 
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 отвергается, если 
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 слишком далеко отклонился от нуля – так, что событие 
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2) вычисляется проверочная статистика tn по формуле:
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3) при заданном уровне значимости 
[image: image115.wmf]a

 определяется критическое значение tα(n-2) по таблице распределения Стьюдента;

4) если |tn| > tα (либо если р-значение меньше заданного 
[image: image116.wmf]a

), то нулевая гипотеза отвергается (в пользу альтернативной). 
Если нулевая гипотеза 
[image: image117.wmf]0

:

0

=

r

H

 отвергнута, то можно сделать вывод о наличии значимой линейной связи между переменными X и Y. Тогда можно переходить ко второму вопросу: к моделированию формы этой связи с помощью регрессии. Модель парной линейной связи можно записать в виде: 
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 выражает возможные отклонения реальных данных от теоретической линии регрессии. Очевидно, если нанести реальные статистические данные X, Y на график, то мы не получим прямую линию, даже если в основе зависимости лежит линейная функция (так как связь между X, Y статистическая).
Аналогичные рассуждения касаются любой другой функции 
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 называется спецификацией модели, а оценка параметров выбранной формы связи называется параметризацией уравнения регрессии. 
1.1. Спецификация модели парной линейной связи
Спецификация – это формулировка конкретного вида модели на основе существующих связей между переменными. Спецификация подразумевает: выбор формулы связи, входящие в неё переменные, а также определённые предположения (предпосылки), позволяющие применять метод наименьших квадратов (МНК) и называемые «основные гипотезы спецификации». Задача спецификации также состоит в том, чтобы найти такую формулу связи, которая была бы устойчива к изменению массива наблюдений.
Если имеют место существенные отклонения, то их называют «ошибки спецификации». Они могут быть вызваны неправильным выбором вида функции 
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 либо недоучётом включенных в неё факторов х.

Задача параметризации: на основе статистических данных 
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 оценить параметры 
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 уравнения связи. Так как эти данные – выборочные, то очевидно невозможно точное соответствие полученного уравнения всем наблюдениям, тем более в генеральной совокупности. Поэтому задаче параметризации соответствует задача выбора «наилучшей» функции из семейства 
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 – параметры. Для этого требуется найти меру отклонения выбранной функции 
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 и свести ее к минимуму с помощью оценок параметров 
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. Наиболее часто применяемая мера – сумма квадратов отклонений:
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Пусть 
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 – оценки параметров 
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– отклонения, называемые «остатками»). Тогда 
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. Метод нахождения оценок  параметров путем минимизации величины 
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 получил название: метод наименьших квадратов (МНК). Оценки b параметров 
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 называют МНК-оценками.

Пользуясь необходимым условием экстремума для минимизации величины 
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, получим систему нормальных уравнений относительно неизвестных оценок b0 и b1, решение которой может быть записано в виде:

[image: image140.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

х

Var

у

х

х

х

n

у

х

ху

n

х

х

у

у

х

х

b

,

cov

2

2

2

1

=

-

-

=

-

-

-

=

å

å

å

å

å

å

å

,
   
(1.1)
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Матричная форма записи спецификации модели: 
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При этом система нормальных уравнений принимает вид: 
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 – МНК-оценки.
Полученные оценки справедливы при следующих предположениях, называемых в эконометрике «основными гипотезами спецификации» или предпосылками МНК.
Основные гипотезы
Гипотеза 1. «Случайность». Остатки модели 
[image: image146.wmf]i

e

 – это случайные величины с нулевым математическим ожиданием: 
[image: image147.wmf].
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Если эта гипотеза выполняется, то значит между переменными х, у действительно существует линейная связь, т. е. та, которая предусмотрена в спецификации.

Гипотеза 2. Фактор х – детерминированная величина (не случайная). Это означает, что случайность переменной у обусловлена лишь случайными остатками 
[image: image148.wmf]e

.
Гипотеза 3. «Независимость». Остатки 
[image: image149.wmf]i
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 в разных наблюдениях являются независимыми величинами: 
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 (некоррелированность ошибок для разных наблюдений). 
Если это условие не выполняется, говорят об автокорреляции ошибок (serial correlation).

Гипотеза 4. «Гомоскедастичность». Дисперсия остатков во всех наблюдениях постоянна: 
[image: image152.wmf](
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 одинаково распределены (
[image: image154.wmf]сonst
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Гипотеза 5. «Нормальность». Остатки модели подчиняются нормальному закону распределения: 
[image: image155.wmf](
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Таким образом, данные гипотезы характеризуют поведение остатков модели 
[image: image156.wmf]i
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. Так как х – неслучайная величина (гип. 2), то эти гипотезы также характеризуют поведение изучаемой величины у, т. е. их можно переписать в виде:

Гипотеза 1. 
[image: image157.wmf](
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 – спецификация модели.
Гипотеза 3. 
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Гипотеза 4. 
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Гипотеза 5. 
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 В предположении справедливости данных гипотез получаются известные  формулы (1.1), (1.2) для параметров регрессии. Обозначим: 
[image: image161.wmf])
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 – условное математическое ожидание, формула связи «в среднем».
Доказано, что оценки параметров 
[image: image162.wmf]0
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 и 
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Для оценки этой дисперсии необходимо найти оценку величины 
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Оценка величины 
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где 
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– несмещенная оценка 
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Оценка дисперсии коэффициентов регрессии

Оценкой дисперсии вектора коэффициентов регрессии 
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На практике, как правило, дисперсия 
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 неизвестна и оценивается по наблюдениям одновременно с коэффициентами регрессии 
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В статистических программных пакетах на печать выводятся стандартные ошибки оценок коэффициентов регрессии, которые вычисляются по этим формулам, т. е. 
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Заметим, что в знаменателе формул (1.4) стоит величина 
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1.2. Проверка качества регрессии

1. Проверка значимости коэффициента регрессии b1. 
Проверяемая гипотеза Н0: 
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В качестве проверочной статистики берётся величина  
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Кроме того, анализируя табличные значения распределения Стьюдента при разных объемах выборок и разных значениях 
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Рассмотрим гипотезу Н0 в более общем виде:
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Здесь 
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Тогда можно построить доверительный интервал для 
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 (с доверительной вероятностью 
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которое представляет собой  95 %-й доверительный интервал для 
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Аналогично проверяется значимость коэффициента  b0:
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2. Проверка значимости уравнения регрессии. Коэффициент детерминации.

Для уравнения парной линейной регрессии со свободным членом 
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 справедливо правило разложения вариации признака у: 
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или 
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На основе этого разложения определяется коэффициент детерминации: 
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Таким образом, проверка значимости уравнения регрессии – это то же, что и  проверка значимости коэффициента детерминации 
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   (1.6)

Полученную статистику можно использовать для проверки гипотезы 
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Частный случай нулевой гипотезы 
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 указывает на отсутствие линейной связи между X, Y и соответствует проверке значимости этой связи. При этом выражение (1.7) принимает вид:
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Гипотеза 
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Легко увидеть, что между F и r2 существует связь:
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Малым значениям F (отсутствие значимой связи) соответствуют малые значения r2 (плохая аппроксимация связи).
Из выражения (1.8) следует, что 
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1.3. Прогнозирование по уравнению 

парной линейной регрессии

Полученное уравнение регрессии 
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Интервальный прогноз записывается в виде:
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 – доверительный уровень, соответствующий заданному уровню значимости 
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Учитывая, что 
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Так как 
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Если вместо 
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(1.9)
откуда:
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– стандартная ошибка прогноза.

Очевидно, что чем дальше значение 
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, тем эта ошибка больше. Её минимальное значение достигается при 
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, поэтому доверительные границы графически представляют собой гиперболы, расположенные симметрично по обе стороны от линии регрессии.
1.4. Модель нелинейной регрессии

При практическом использовании регрессионного анализа может возникнуть необходимость (обусловленная исходными данными) в построении нелинейных регрессий. Здесь важно заметить, что в регрессионном анализе понятие линейности/нелинейности рассматривается лишь относительно параметров модели, т. е. её коэффициентов. С точки зрения применимости МНК необходимо только, чтобы рассматриваемое уравнение было линейно по параметрам (или внутренне линейно). 
Например, уравнение 
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 является нелинейным лишь по переменной х (имеет нелинейный график), но линейным по коэффициентам 
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. В этом случае необходимо провести линеаризацию – преобразование уравнения, приводящее его к виду, линейному по параметрам (чаще всего для этой цели используется логарифмирование). Если внешне нелинейное уравнение поддаётся линеаризации, то оно также внутренне линейно. 

Затем можно применять МНК к новым линеаризованным переменным. При этом следует иметь ввиду, что интерпретация параметров исходной нелинейной модели 
[image: image280.wmf])

(

x

f

y

=

 усложняется, поэтому для её анализа удобнее пользоваться не оценками самих параметров, а коэффициентами эластичности, которые определяют степень влияния каждого фактора на результат в процентах: 
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Из нелинейных функций широко используется степенная функция 
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 ввиду удобной экономической интерпретации. Для неё коэффициент эластичности равен: 
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. То есть, параметр b1 – это есть коэффициент эластичности. Он показывает, на сколько процентов изменится у при изменении х на 1 %.

Степенная функция выражает многие экономические процессы. С её помощью можно записать зависимость спроса или потребления от цены или дохода, зависимость ВВП от уровня занятости, построить различные производственные функции. Например, производственная функция Кобба-Дугласа: 
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, где Y – объём производства, L – затраты труда, K – затраты капитала.

Для измерения тесноты связи признаков в нелинейных моделях используют индекс корреляции:
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(1.10)
Однако этот коэффициент, а также R2 (индекс детерминации) не всегда даёт точную оценку силы связи, так как МНК применяется к преобразованным данным. Так если в парной регрессии преобразуется только независимая переменная х (
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), то индекс корреляции R равен парному коэффициенту корреляции r: 
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), то коэффициент корреляции по преобразованным значениям даёт лишь приближённую оценку связи и не совпадает с индексом корреляции. Вследствие этого оценки параметров для линеаризованных функций оказываются несколько смещёнными.

Для проверки значимости нелинейной регрессии также используется критерий Фишера, определяемый по формуле:
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где m – число параметров уравнения, n – число наблюдений.
Тема 2. Множественная линейная регрессия
2.1. Спецификация множественной линейной регрессии
Значения экономических переменных определяются обычно влиянием не одного, а нескольких объясняющих факторов. При этом, употребляя запись y = f(x), подразумеваем, что х – это вектор: 
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. Тогда модель множественной линейной регрессии можно записать в виде:
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(со свободным членом)

либо
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(без свободного члена).

Уравнение (2.2) может быть использовано как для записи уравнения без свободного члена, так и со свободным членом при х1, тождественно равным единице (
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). Это особенно удобно при использовании матричной записи.

Рассмотрим матричную форму записи уравнения (2.2). Обозначим: 
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 – матрица наблюдений факторов х; 
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 – вектор наблюдений признака у; 
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 – вектор неизвестных параметров модели. Тогда модель регрессии принимает вид: 
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В методе наименьших квадратов минимизируется величина:
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или в матричном виде:
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В результате минимизации получаем систему нормальных уравнений:
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. Тогда уравнение множественной линейной регрессии можно записать в виде: 
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Величине 
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 соответствует «число степеней свободы» (df), которое связано с числом наблюдений (n) и числом факторов (k). При этом для уравнения (2.1) df = n – k – 1, а для уравнения (2.2): df = n – k.

Интерпретация коэффициентов регрессии
Рассмотрим уравнение регрессии на основе модели (2.1):
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Коэффициент регрессии 
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) показывает, на сколько единиц в среднем изменится признак у, если фактор 
[image: image308.wmf]j

х

 изменится на одну единицу, при условии неизменности остальных факторов. То есть 
[image: image309.wmf]j
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 – это коэффициенты «чистой» регрессии.
Во множественной регрессии возникает вопрос о сравнительной эффективности влияния различных факторов на результативный признак у. Однако коэффициенты 
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 не могут быть использованы для сравнения факторов по степени их влияния на результат из-за различий в единицах измерения. Для целей сравнения значимости факторов применяют коэффициенты эластичности и бета- коэффициенты. Коэффициенты эластичности определяются для каждого фактора 
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 и показывают: на сколько % изменится признак у, если фактор 
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 изменится на 1%, при условии неизменности остальных факторов.
Бета-коэффициенты 
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 также представляют собой относительные величины, связанные с коэффициентами регрессии 
[image: image315.wmf]j

b

 и позволяющие сравнить их. Бета-коэффициенты определяют по формуле 
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. Они являются коэффициентами стандартизованного уравнения регрессии и показывают, на сколько стандартных отклонений 
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 изменится признак у при изменении фактора 
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 на одно стандартное отклонение 
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 показывают, насколько велико типичное влияние фактора 
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С помощью формул 
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 можно от стандартизованного уравнения регрессии перейти обратно к уравнению в натуральном масштабе, при этом для нахождения свободного члена 
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Предпосылки МНК

Рассмотрим основные гипотезы МНК (см. стр. 14) для множественной регрессии в матричном виде: 
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2. Х – детерминированная матрица, её максимальный ранг равен k (числу факторов).
3-4. 
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5. 
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Как и в парной регрессии здесь справедлива теорема Гаусса-Маркова о том, что в предположении этих гипотез МНК-оценки 
[image: image330.wmf]k

j

b

j

j

,

1

ˆ

=

=

b

 являются несмещёнными и состоятельными, а также имеют наименьшую дисперсию в классе всех линейных несмещённых оценок.

Из доказательства теоремы Гаусса-Маркова следует, что
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(см. формулы (1.4) на стр. 15). Очевидно, для определения 
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2.2. Коэффициент детерминации

В практических исследованиях чаще рассматривается уравнение со свободным членом (2.1), так как для него справедливо «правило разложения вариации» признака у:
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(2.3)
или (в явном виде):


[image: image337.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

ˆ

ˆ

å

å

å

-

+

-

=

-

i

i

i

i

y

y

y

y

y

y

.

(2.3′)
Каждой сумме соответствует своё число степеней свободы (df). При этом для уравнения вида (2.1) df = n-1; k; n-k-1 соответственно, а для уравнения вида (2.2): df = n-1; k-1; n-k соответственно.

На основе разложения (2.3) определяется коэффициент (индекс) детерминации, характеризующий близость регрессии к исходным данным: 
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На основе 
[image: image340.wmf]2
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 определяется индекс корреляции (множественный коэффициент корреляции): 
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[image: image342.wmf]1
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), который показывает тесноту связи между признаком у и совокупностью всех факторов х.
Можно показать, что с помощью бета-коэффициентов 
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 индекс детерминации представим в виде:
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 – индекс корреляции.

Отсюда видно, что 
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 раскладывается на k слагаемых, соответствующих числу факторов. Таким образом, каждое слагаемое можно рассматривать как частный коэффициент детерминации 
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, характеризующий раздельное влияние каждого фактора. Например, если при 
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 частные коэффициенты детерминации равны: 
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, то за счёт изменения фактора х1 объясняется 72,5 % изменения у, а за счёт вариации фактора х2 – 3,1 % его вариации.

Свойства коэффициента детерминации 
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:

1. При преобразовании зависимой переменной (у) 
[image: image351.wmf]2

R

 изменяется (см. стр. 22).

2. При добавлении в уравнение регрессии нового фактора (регрессора, предиктора) величина 
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 не убывает.

Чтобы устранить эффект возрастания 
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, возникающий от добавления регрессоров, используют скорректированный (нормированный) 
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  (2.4)

[image: image356.wmf]2
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 наиболее удобен при построении и сравнении между собой нескольких моделей одного и того же показателя у с различными наборами регрессоров х, т. е. для выбора наилучшей модели.

Также для сравнения моделей удобно использовать показатель «стандартная ошибка оценки»: 
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 (абсолютный показатель).

2.3. Отбор факторов множественной регрессии

Очевидно, что из всей возможной совокупности факторов 
[image: image358.wmf]j
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, влияющих на у, не все факторы оказывают существенное влияние. Отбор факторов производится в 2 этапа.

1. Исходя из природы взаимосвязи признаков, на основе качественного теоретико-экономического анализа, формируется исходный перечень факторов.

2. Оцениваются количественные взаимосвязи всех признаков и целесообразность их включения в модель.

Для получения количественных оценок взаимосвязи обычно пользуются матрицей парных коэффициентов корреляции:

	
	у
	х1
	…
	хk

	у
	1
	
	
	

	х1
	[image: image359.wmf]1

yx

r


	1
	
	

	…
	…
	…
	1
	

	хk
	
[image: image360.wmf]k

yx

r


	
[image: image361.wmf]k

x

x

r

1


	…
	1



[image: image362.wmf]=

парн

R


В первом столбце этой матрицы находятся коэффициенты связи факторов с результативным признаком у, т. е. 
[image: image363.wmf]j
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. Их можно использовать для отбора факторов: рекомендуется включить в модель регрессии те факторы, у которых связь с у сильная, т. е. 
[image: image365.wmf]7

,

0

>

j

yx

r

. 

Частная корреляция

Использование для отбора факторов первого столбца матрицы парных коэффициентов корреляции (т. е. 
[image: image366.wmf]j
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) не позволяет точно ответить на вопрос, какие факторы наиболее тесно связаны с признаком у, из-за возможной взаимосвязи факторов. Эта проблема приводит к задаче оценивания корреляции признака у с каждым из факторов 
[image: image367.wmf]j
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 в чистом виде, т. е. исключая (элиминируя) влияние других факторов.

Обозначим: 
[image: image368.wmf]1
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– частный коэффициент корреляции между у и х2 при элиминировании влияния фактора х1.

Известно, что при включении в модель нового фактора коэффициент детерминации 
[image: image369.wmf]2
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увеличивается, а следовательно остаточная дисперсия уменьшается. Чем сильнее это уменьшение, тем больше влияние данного фактора. Таким образом, частная корреляция может быть измерена относительным уменьшением (вследствие введения в модель нового фактора) остаточной дисперсии (
[image: image370.wmf]2
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) по отношению к её исходной величине.

Пусть имеется уравнение 
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, которому соответствует остаточная дисперсия 
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. Добавляя переменную х2, получим уравнение 
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, которому соответствует остаточная дисперсия 
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. Определим частный коэффициент корреляции в виде: 
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 – коэффициент детерминации уравнения 
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 – коэффициент детерминации уравнения 
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В общем случае, для k-факторного уравнения, находят коэффициенты наиболее высокого порядка, которые показывают связь в чистом виде между у и одним из факторов х при элиминировании влияния всех остальных факторов, например:
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(2.5)
Кроме рассмотренной формулы, существует рекуррентная формула, связывающая коэффициенты различных порядков. В частности, при k = 3 (
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(2.6)
при k = 2 (
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(2.7)
Частные коэффициенты корреляции используются при отборе факторов, так как они более верно характеризуют влияние на у каждого из факторов в отдельности. 

Коллинеарность и мультиколлинеарность

Рассмотрим подматрицу матрицы 
[image: image385.wmf]парн
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, которая содержит только коэффициенты корреляции между факторами, т. е. 
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, и называется «матрица межфакторной корреляции»: 
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Условием надёжной регрессии является предположение, что факторы независимы между собой, т. е. коэффициенты корреляции 
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 должны быть небольшими. В идеале, если 
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 – это единичная матрица:
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Очевидно, её определитель равен единице: 
[image: image392.wmf]1
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Если наоборот 
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, то факторы 
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 находятся в тесной зависимости и называются коллинеарными. При этом они дублируют друг друга, и для построения надёжного уравнения регрессии рекомендуется один из факторов 
[image: image395.wmf]j
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 исключить из модели (лучше тот, который меньше связан с другими факторами).

Если имеется тесная взаимосвязь между несколькими факторами одновременно (3 и более) и трудно выявить, какие факторы за это «ответственны» (т. е. непонятно, какие из них следует исключить из модели), то это явление называется «мультиколлинеарность». Мультиколлинеарность приводит к тому, что в матрице Х имеются линейно зависимые столбцы, что снижает ранг матрицы и может привести к вырожденности матрицы 
[image: image396.wmf]1
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. Это говорит о том, что из-за мультиколлинеарности МНК-оценки становятся ненадёжными. При этом затрудняется интерпретация параметров регрессии, они теряют экономический смысл и поэтому модель непригодна для анализа и прогнозирования.

Внешними признаками мультиколлинеарности являются:

1. некоторые из МНК-оценок 
[image: image397.wmf]j
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 имеют неправдоподобные значения или даже знаки;

2. небольшое изменение исходных данных приводит к существенному изменению оценок 
[image: image398.wmf]j
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 (модель неустойчива);

3. большинство или даже все оценки 
[image: image399.wmf]j
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 статистически незначимы, а уравнение в целом – значимо.

Для определения наличия мультиколлинеарности можно воспользоваться критерием: 
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, т. е. чем ближе определитель матрицы 
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 к нулю, тем сильнее мультиколлинеарность, а чем ближе к 1 (идеальный вариант), тем слабее. Гипотеза 
[image: image402.wmf]1
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 может быть проверена статистически с помощью критерия 
[image: image403.wmf]2
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. Если гипотеза отвергается, то мультиколлинеарность считается доказанной.

Методы устранения мультиколлинеарности
1. Удалить из модели факторы, «ответственные» за мультиколлинеарность. Главной проблемой здесь является определение этих факторов. Для этого можно использовать построение дополнительных уравнений регрессии, в которых в качестве зависимой переменной берётся каждый «подозрительный» фактор 
[image: image404.wmf]j
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, а независимыми переменными являются остальные факторы. Для каждой из этих регрессий вычисляют коэффициенты детерминации 
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 и сравнивают их. Те факторы 
[image: image406.wmf]j

x

, для которых 
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 наиболее близки к 1, рекомендуются к исключению из модели.

2. Провести преобразование исходной совокупности факторов 
[image: image408.wmf])
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 к новой совокупности 
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, m < k . Преобразование такое, при котором корреляция между новыми переменными уменьшается. Известен «метод главных компонент», в котором осуществляется переход к новым переменным, являющимся линейными комбинациями старых переменных. Проблемой является сложность интерпретации новых переменных. 
Пример. При индивидуальном пошиве одежды размер зависит от множества снимаемых мерок. Новыми переменными могут быть такие мерки, как рост и обхват груди.

Во временных рядах можно от исходных уровней ряда 
[image: image410.wmf]t
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 перейти к абсолютным приростам 
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, которые позволяют устранить тенденцию, и новые данные становятся независимыми.

3. Построение совмещённого уравнения регрессии, в котором имеющаяся взаимосвязь между факторами включается в уравнение в виде самостоятельной переменной. Например, если факторы х1 и х2 взаимосвязаны, то можно построить уравнение вида: 
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2.4. Анализ качества регрессионной модели
Анализ качества уравнения связи 
[image: image413.wmf]k
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 включает статистическую и содержательную части.

Содержательная часть анализа качества модели подразумевает рассмотрение экономического смысла оцененного уравнения регрессии. Даётся интерпретация коэффициентов регрессии, производится их сопоставление по силе влияния на результат.
Проверка статистического качества уравнения регрессии включает следующие этапы:

1. проверка статистической значимости каждого коэффициента регрессии 
[image: image414.wmf]j
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;

2. проверка качества уравнения регрессии в целом;

3. проверка свойств данных, выполнение которых предполагалось при построении уравнения (т. е. проверка выполнения основных гипотез или предпосылок МНК).

1. Проверка значимости коэффициентов регрессии
В предположении основных гипотез 1-5 МНК-оценки 
[image: image415.wmf]j
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 – это нормально распределённые случайные величины с математическим ожиданием 
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Тогда величины 
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 подчиняются распределению Стьюдента с числом степеней свободы 
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 определяются по формуле: 
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, где s2 –  оценка дисперсии ошибок модели: 
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, сjj – диагональный элемент матрицы 
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Статистическая значимость коэффициентов регрессии 
[image: image425.wmf]j
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 оценивается путём проверки гипотезы 
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, где проверочной статистикой служит tj . Если 
[image: image427.wmf])

1

(

|

|

-

-

>

k

n

t

t

j

a

, то гипотеза Н отвергается и коэффициент 
[image: image428.wmf]j
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 признаётся значимым. (Также можно проверять гипотезу Н неравенством: р-value < α).
Проверка гипотезы 
[image: image429.wmf]*
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 осуществляется на основе проверочной статистики 
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. Если гипотеза Н не отвергается, то можно построить доверительный интервал для истинного значения коэффициента регрессии 
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2. Проверка значимости регрессии в целом
Проверяется гипотеза: 
[image: image433.wmf]0
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. Проверочная статистика определяется как:
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Можно показать, что в предположении основных гипотез 1-5 в числителе этой формулы – случайная величина, распределённая по закону 
[image: image435.wmf])

(

2

k

c

, а в знаменателе – по закону 
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. Тогда величина F имеет распределение Фишера с двумя числами степеней свободы: 
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Если 
[image: image438.wmf])
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, то гипотеза Н отвергается и уравнение признаётся значимым (также при выполнении неравенства: Значимость F < α). Другими словами признаётся значимым коэффициент детерминации R2. В противном случае уравнение связи необходимо корректировать.
3. Проверка выполнения предпосылок МНК
МНК-оценки параметров регрессионной модели являются надёжными при выполнении гипотез 1-5. Эти гипотезы описывают свойства, которыми должны обладать случайные остатки модели 
[image: image439.wmf]i
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, являющиеся ненаблюдаемыми величинами. Для проверки выполнения гипотез используются оценки: 
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. Очевидно, эти оценки могут быть получены только после построения регрессионной модели, поэтому проверка выполнения основных гипотез также производится на заключительном этапе анализа.

Для проверки основных гипотез можно использовать различные статистические критерии. Например, проверку нормальности остатков 
[image: image441.wmf]e

 можно осуществить с помощью критерия 
[image: image442.wmf]2
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, а проверку гипотезы независимости остатков, которая наиболее важна для временных рядов, можно осуществить с помощью критерия Дарбина-Уотсона (DW).

Наиболее простым способом проверки гипотез случайности и гомоскедастичности является графический способ. С помощью графического способа выводы о справедливости гипотез делаются на основе визуального анализа графика, построенного в системе координат 
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 – предсказанные значения переменной у, вычисленные по уравнению регрессии при имеющихся значениях переменных 
[image: image445.wmf]j
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 – остатки модели, вычисленные по формуле: 
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Правило проверки: гипотезы случайности и гомоскедастичности остатков 
[image: image448.wmf]i
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 считаются выполненными, если точки на графике остатков можно заключить в горизонтальную полосу.

2.5. Прогнозирование по уравнению регрессии

1. Точечный прогноз 
[image: image449.wmf]p
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 определяется подстановкой интересующего (или прогнозного) значения 
[image: image450.wmf])

,...,

(

1

kp

p

p

x

x

x

=

 в уравнение регрессии:  
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2. Для построения интервального прогноза 
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 надо найти его точность, которая пропорциональна стандартной ошибке прогноза 
[image: image453.wmf]p
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, а коэффициентом пропорциональности служит критическое значение распределения Стьюдента 
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 – заданный уровень значимости. 

3. При заданной доверительной вероятности (надёжности прогноза) 
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 доверительный интервал для 
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  элемент матрицы 
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2.6. Фиктивные переменные во множественной регрессии
Фиктивные (структурные) переменные применяются, когда в уравнение регрессии необходимо включить качественные признаки (не имеющие количественного измерения): пол, образование, профессия, жилой район и т. д. Чаще всего фиктивные переменные применяются для введения в модель качественных объясняющих переменных, т. е. факторов.

Для введения таких переменных в регрессию им надо придать количественное выражение. Для этого используются двухзначные (бинарные, дихотомические) переменные, т. е. такие, которые имеют два значения: 0 и 1. 

Пример. Пусть в регрессионной модели зависимая переменная 
[image: image463.wmf]y

 – размер з/платы работника; 
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– независимые объясняющие переменные (количественные). Тогда модель имеет вид:
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Чтобы ответить на вопрос: влияет ли на заработную плату наличие высшего образования, нужно добавить качественный фактор «наличие высшего образования». Для этого введём новую переменную:
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Очевидно, z – фиктивная переменная. Новая модель принимает вид:
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Проверяя затем гипотезу 
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 (т. е. значимость коэффициента регрессии 
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), можно ответить на вопрос: влияет ли наличие высшего образования на размер з/платы. 
Если рассматривается качественный признак с числом значений (градаций) 
[image: image470.wmf]2
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, то для его количественного описания используются несколько бинарных фиктивных переменных (т. к. при этом легче дать содержательную интерпретацию коэффициентов регрессии). При этом новых переменных обычно на 1 меньше числа градаций, т. е. 
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. Например, если качественный признак х имеет три градации, то для его описания достаточно ввести две фиктивные переменные:
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Тогда каждой градации качественного признака х соответствует своё сочетание значений фиктивных переменных:

градации 1: 
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градации 2: 
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градации 3: 
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С помощью фиктивных переменных можно строить и исследовать модели с переменной структурой, отражающие неоднородность изучаемой совокупности как пространственного, так и временного характера, например, сезонные и другие различия, в частности, структурные изменения при построении кусочно-линейных моделей.
Кроме того, качественные признаки могут присутствовать в уравнении не только в качестве факторов, но и в качестве зависимой переменной у.

Тема 3. Системы эконометрических уравнений
Системы эконометрических уравнений – это эконометрические модели, содержащие несколько регрессионных уравнений.  Они могут состоять из независимых уравнений, рекурсивных уравнений и взаимозависимых уравнений. 

Для оценивания параметров независимых и рекурсивных уравнений применяется обычный МНК. Например: модель экономической эффективности с/х производства может описывать показатели: у1 – продуктивность коров, у2 – себестоимость 1 ц молока и др., а факторами могут выступать: х1 – количество голов, х2 – затраты труда и т. д. Тогда эконометрическая модель может иметь вид:
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(1)

Очевидно, в системе (1) каждое уравнение может оцениваться независимо от остальных. Однако часто (особенно на уровне макроэкономики) изучаемые в системе показатели влияют также друг на друга. При этом описывающие их уравнения являются взаимозависимыми, т. е. каждое уравнение может, кроме объясняющих переменных, в правой части включать в себя объясняемые переменные из других уравнений. Такие системы называют: системы одновременных уравнений (СОУ). Например, «простейшая» система одновременных уравнений записывается в виде: 
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Модель системы вида (2) называется: структурная форма модели. Для неё обычный МНК неприменим, требуются свои методы оценивания.
Эконометрические модели в виде систем уравнений используются обычно для моделирования макроэкономических явлений, т. е. для построения макроэкономических моделей функционирования экономики страны.

Например, модель динамики цен и заработной платы:
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где 

у1 – темп роста з/платы,

у2 – темп роста цен,

х1 – процент безработных,

х2 – темп роста капитала,

х3 – темп роста цен на импорт сырья.

Примером простой макромодели может служить статическая модель Кейнса:
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где С – личное потребление, у – национальный доход, I – инвестиции.
Переменные в системе регрессионных уравнений делятся на два класса в зависимости от того, являются они или нет объектом объяснения.

1. Эндогенные переменные (зависимые) определяются моделируемым явлением (у). 

2. Экзогенные переменные (независимые) входят в модель, но определяются независимо от нее, вне её (х). Примерами экзогенных переменных можно считать: инвестиции в экономику, гуманитарную помощь, различные природные факторы и т. п. В качестве экзогенных переменных целесообразно выбирать такие переменные, которые могут быть объектом регулирования (контролируемые).

Кроме того, рассматриваются предопределённые переменные. Под предопределёнными переменными подразумевают лаговые эндогенные переменные 
[image: image482.wmf]1

-

t

y

 в системах, где наблюдения производятся в последовательные моменты времени.

Методы оценивания СОУ базируются на использовании вспомогательной системы, в которой в правых частях уравнений содержатся только экзогенные переменные. Исходная СОУ приводится к этой системе путём обычных алгебраических преобразований. Полученная система называется приведённой. 

3.1. Косвенный метод наименьших квадратов (КМНК)

В структурной форме модели (2) коэффициенты 
[image: image483.wmf]ij
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 называются структурными коэффициентами. Для их оценивания производится переход от исходной структурной формы модели к приведённой форме. Приведённая форма представляет собой систему уравнений зависимости эндогенных переменных от экзогенных (и предопределённых) переменных, т. е. систему независимых регрессионных уравнений вида:
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(3)

В системе (3) коэффициенты 
[image: image485.wmf]ij
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 называются приведёнными коэффициентами. Для их оценивания можно применить обычный МНК поочерёдно к каждому уравнению. В результате получим оценки:
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Приведённая форма модели может использоваться для прогнозирования эндогенных переменных модели.

С помощью найденных оценок 
[image: image487.wmf]ij
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 можно осуществить обратный переход к оценкам структурных коэффициентов. Такой метод называется косвенный метод наименьших квадратов (КМНК). Так как переход от системы (2) к системе (3) производится путём алгебраических преобразований, то приведённые коэффициенты являются функциями структурных коэффициентов. КМНК состоит в осуществлении обратных преобразований от приведённых коэффициентов к коэффициентам структурной формы модели. Однако этот метод можно применять, если существует взаимно-однозначное соответствие между множествами структурных и приведённых коэффициентов.

3.2. Проблема идентификации

Проблема идентификации – это проблема существования взаимно-однозначного соответствия между множествами структурных и приведённых коэффициентов. Если количество структурных и приведённых коэффициентов одинаково, то система идентифицируема. Если структурных коэффициентов больше, чем приведённых, то система неидентифицируема, в противном случае – сверхидентифицируема. Для проверки идентифицируемости СОУ применяются необходимые и достаточные условия. Рассмотрим необходимое условие идентифицируемости, которое проверяется для каждого уравнения системы.
Обозначим: Н – число эндогенных переменных системы, присутствующих в данном уравнении; D – число экзогенных (предопределённых) переменных системы, отсутствующих в данном уравнении.

Необходимое условие идентифицируемости этого уравнения:
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 – уравнение идентифицируемо;
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 – уравнение неидентифицируемо;
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 – уравнение сверхидентифицируемо.

3.3. Двухшаговый метод наименьших квадратов (ДМНК)

ДМНК разработан для оценки сверхидентифицируемых уравнений. Также установлено, что его применение для оценки идентифицируемых уравнений даёт тот же результат, что и КМНК.
Алгоритм ДМНК

Шаг 1. На основе приведённой формы модели с помощью обычного МНК рассчитываются теоретические значения эндогенных переменных (т. е. 
[image: image491.wmf]y

ˆ

), содержащихся в правой части уравнения.

Шаг 2. Применяется обычный МНК к структурной форме сверхидентифицируемого уравнения, где вместо значений у в правой части подставляют его теоретические значения 
[image: image492.wmf]y
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.

Здесь 
[image: image493.wmf]y
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, подставленный в правую часть уравнения в качестве экзогенной переменной, играет роль инструментальной переменной (инструмента).

Пример. Рассмотрим модель спроса-предложения в виде:
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где Р – розничные цены свежих фруктов (в постоянных ценах), Q – потребление фруктов на душу населения, РД – располагаемый доход на душу населения, П – потенциальные потери урожая из-за неблагоприятных погодных условий, I – чистые инвестиции производителя (издержки производства).
Запишем модель в приведённой форме:
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Пусть имеются данные (в индексной форме):

	
	P
	Q
	РД
	П
	I

	1
	108,9
	127,4
	97,6
	99,1
	142,9

	2
	100,6
	105,1
	98,2
	98,9
	123,8

	3
	109,7
	76,7
	99,8
	110,8
	111,9

	4
	111,6
	93,8
	100,5
	108,2
	121,4

	5
	109,8
	88,3
	96,6
	108,7
	92,9

	…
	
	
	
	
	


Применяя МНК к каждому уравнению приведённой формы, получим:
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Вычислим по этим формулам значения инструментальных переменных 
[image: image497.wmf]Q
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:
	
	P
	Q

	1
	102,369
	115,1135

	2
	105,78
	106,573

	3
	113,497
	90,9005

	4
	111,857
	98,211

	5
	112,295
	81,9515

	…
	
	


Применяя теперь МНК к каждому уравнению исходной системы
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получим оценку структурной формы модели:
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Тема 4. Одномерные временные ряды

Модели временных рядов (time series models), в отличие от пространственных моделей (вариационных рядов), характеризуются последовательностью значений некоторого показателя, упорядоченных по времени.
Уровень ряда yt – это значение показателя у в момент t . Величина уровня формируется под влиянием множества различных факторов. Все эти факторы можно разбить на три группы: 
1) факторы, формирующие тенденцию ряда 
[image: image500.wmf])
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t

f

, т. е. долговременное направление его развития (тренд); 
2) факторы, формирующие колебания уровней ряда 
[image: image501.wmf])
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, связанные с воздействием периодических явлений; 
3) случайные факторы 
[image: image502.wmf]t

e

, связанные со случайными ошибками и неконтролируемыми воздействиями.

Эти составляющие формируют структуру временного ряда. Рассматривают две структурные модели временного ряда:
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 – аддитивная модель;
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 – мультипликативная (факторная) модель.

Функция 
[image: image505.wmf])
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, характеризующая основную тенденцию развития ряда, называется функцией тренда и является неслучайной функцией времени. Функция 
[image: image506.wmf])
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 характеризует циклические колебания, которые могут иметь сезонный характер, отражать конъюнктуру рынка, периоды развития экономики и т. д. Уровень ряда yt  обычно содержит все свои компоненты (при наличии достаточного количества данных).

Целью изучения временного ряда является предсказание поведения показателя у в будущем, т. е. прогнозирование. Задача– выявить и оценить каждую составляющую ряда, т. е. дать её количественное выражение.

По внешнему виду аддитивная модель временного ряда представляет собой уравнение регрессии у от t. Поэтому её количественное выражение определяется обычно с помощью МНК.

Если по имеющимся статистическим данным визуально просматривается только наличие тенденции (и отсутствие циклических колебаний), то ограничиваются построением трендовой модели:
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С помощью такой модели решается задача выделения тренда (или задача выравнивания ряда), т. е. задача определения функции 
[image: image508.wmf])
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. Методы выравнивания можно разбить на две группы: численные и аналитические. К численным методам относится метод скользящей средней, который состоит в вычислении нового ряда 
[image: image509.wmf]*
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, выражающего тенденцию более явно. Метод аналитического выравнивания состоит в оценивании трендовой модели с помощью МНК. Результатом является уравнение тренда: 
[image: image510.wmf])
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. Например, линейный тренд: 
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Для моделирования циклической составляющей временного ряда 
[image: image512.wmf])
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 также можно использовать разные подходы: выравнивание ряда с помощью МНК на основе периодической функции, спектральный анализ, использование сглаженного ряда и трендовой модели. Последний способ широко применяется для выявления сезонных колебаний.

Для моделирования случайной составляющей временного ряда 
[image: image513.wmf]t
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 (случайных ошибок) наиболее часто используют модели стационарных случайных процессов, модели авторегрессии. Например, модель авторегрессии ошибок первого порядка имеет вид: 
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. Здесь параметр 
[image: image515.wmf]1
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 – это коэффициент авторегрессии остатков первого порядка.
4.1. Автокорреляционная функция

Большое значение в исследовании временных рядов имеет понятие автокорреляции. Автокорреляция – это корреляционная зависимость между последовательными уровнями временного ряда.

Количественно она измеряется с помощью линейных коэффициентов корреляции между исходными уровнями ряда и уровнями этого же ряда, сдвинутыми на несколько шагов во времени. Например, коэффициент автокорреляции первого порядка (лаг = 1) можно найти по формуле:
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где 
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Для удобства расчёта временной ряд в этом случае представляют в виде, например: 

	t
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	yt
	7
	8
	8
	10
	11
	12
	14
	16

	yt-1
	-
	7
	8
	8
	10
	11
	12
	14


Аналогично можно определить коэффициенты автокорреляции более высоких порядков (лагов) k. При этом существует эмпирическое правило: 
[image: image518.wmf]4
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. Последовательность коэффициентов автокорреляции различных порядков называется автокорреляционной функцией: (
[image: image519.wmf]k

r

k

,

). Графическое изображение автокорреляционной функции называется коррелограммой. С помощью автокорреляционной функции можно выявить структуру временного ряда и определить лаг тесноты связи. При этом используются следующие правила.

· Высокое значение r1 свидетельствует о наличии линейной тенденции. При увеличении лага связь ослабевает.
· Если  r1  – наиболее высокий коэффициент, то ряд содержит только тенденцию (линейную).
· Если наиболее высокий коэффициент – rm , то ряд содержит циклические колебания с периодом m.
· Если нет статистически значимых коэффициентов, то:

- либо ряд не содержит тенденции и циклических колебаний, т. е. включает только случайную составляющую (стационарный ряд);

- либо ряд содержит сильную нелинейную тенденцию.

4.2. Моделирование тенденции временного ряда

При моделировании тенденции важным этапом является определение типа тенденции. Этот этап включает шаги:
· построение и визуальный анализ графика;
· расчёт и анализ показателей динамики;
· расчёт и анализ коэффициентов автокорреляции исходных и преобразованных уровней. 
Использование коэффициентов автокорреляции позволяет определить наличие нелинейного тренда. Например, если ряд содержит линейную тенденцию, то коэффициент автокорреляции первого порядка 
[image: image520.wmf]1
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 имеет значение, близкое к 1. Если ряд содержит нелинейную тенденцию (например, степенную), то коэффициент автокорреляции первого порядка по логарифмам 
[image: image521.wmf]t
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 (т. е. по преобразованным уровням) будет выше, чем 
[image: image522.wmf]1

r

. И чем сильнее выражена нелинейная тенденция, тем больше это различие.

Если ряд содержит нелинейную тенденцию, то выбор наилучшего уравнения тренда осуществляется методом перебора на основе критерия максимума скорректированного индекса детерминации 
[image: image523.wmf]2
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 (либо минимума стандартной ошибки оценки Sст.).

Очевидно, интерпретация параметров линейных и нелинейных трендов различается. Так параметр 
[image: image524.wmf]1

b

 линейного тренда представляет собой средний абсолютный прирост, а параметр степенного тренда – это средний темп прироста.
4.3. Моделирование ряда с сезонными колебаниями

Тип модели выбирается в зависимости от  характера колебаний:

· если амплитуды колебаний примерно одинаковы, используется аддитивная модель временного ряда 
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· если амплитуды увеличиваются или уменьшаются, используется мультипликативная модель 
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Алгоритм
1. Выравнивание исходного ряда методом скользящей средней  (у*) по интервалу, равному периоду колебаний (это позволяет устранить сезонную компоненту c(t)).
2. Расчёт значений c(t):
· для аддитивной модели: 
[image: image527.wmf]*
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· для мультипликативной модели: 
[image: image528.wmf]*
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и их усреднение по годам, т. е. определение 
[image: image529.wmf])
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3. Устранение сезонной компоненты из исходных данных: 

· для аддитивной модели: 
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· для мультипликативной модели: 
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4. Определение тенденции – расчёт 
[image: image532.wmf])
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5. Расчёт прогнозных значений: 
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6. Расчёт и анализ ошибок:
· абсолютные ошибки: 
[image: image535.wmf]t
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· относительные ошибки: 
[image: image536.wmf]t
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Также рассчитываются ошибки аппроксимации:
· абсолютные ошибки: 
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· относительные ошибки: 
[image: image538.wmf]å
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4.4. Модели с автокоррелированными остатками. 
Критерий Дарбина-Уотсона
Автокорреляция остатков – это нарушение гипотезы независимости остатков модели 
[image: image539.wmf]t
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. Наиболее часто это встречается во временных рядах. Причиной появления автокорреляции в остатках является недоучет факторов и наличие в остатках тенденций, что вызвано плохой спецификацией модели. Также она может быть вызвана ошибками измерения результативного признака.
Наличие значимой автокорреляции можно проверить различными способами. Для этого используются критерий Стьюдента и критерий Дарбина-Уотсона. С помощью критерия Стьюдента можно проверить статистическую значимость коэффициента корреляции остатков rm  (любого m-го порядка). Алгоритм проверки описан в теме 1 (стр 11). С помощью критерия Дарбина-Уотсона (DW) проверяется значимость коэффициента автокорреляции остатков первого порядка r1 в модели зависимости переменной yt от факторов 
[image: image540.wmf]kt
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. Проверяется гипотеза Н0: r1 = 0 против двух альтернативных гипотез: Н1: r1 = 1 и Н1: r1 = – 1.  
Алгоритм проверки критерия состоит из следующих шагов.
1. Вычисляется проверочная статистика (фактическое значение) критерия Дарбина-Уотсона:
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Можно показать, что 
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 (так как 
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). Очевидно, гипотезе Н1: r1 = 1 соответствует DW = 0, а гипотезе Н1: r1 = – 1 соответствует значение DW = 4.
2. Определяются два критических значения критерия DW: 
[image: image545.wmf]L
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– нижнее и 
[image: image546.wmf]U

d

 – верхнее (по таблице распределения DW при заданных степенях свободы  n,  k и уровне значимости α). 

3. Критические значения 
[image: image547.wmf]L
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 и 
[image: image548.wmf]U
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 определяют 4 критические точки: 
[image: image549.wmf]L
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, 
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, 4 – 
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, 4 – 
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, которые делят весь интервал [0; 4] на 5 частей (см. рис. 4.1). Гипотеза об отсутствии автокорреляции в остатках принимается, если величина DW оказывается в промежутке между 
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 и 4 – 
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 (при этом 
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, то гипотеза отвергается в пользу наличия положительной автокорреляции (Н1: r1 = 1), если 
[image: image557.wmf])

4

;

4

(

L

d

DW

-

Î

 – в пользу наличия отрицательной автокорреляции (Н1: r1 = – 1). В остальных случаях имеет место ситуация неопределённости, т. е. нулевая гипотеза не может быть принята и не может быть отвергнута на основе имеющихся данных.
…
Рис. 4.1. Критерий Дарбина-Уотсона: проверка значимости 
автокорреляции в остатках.
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