математическая  логика

и  теория  алгоритмов
Учебно-методический комплекс

2008
1. Логика высказываний
В данном разделе изучаются основы логики и алгебра высказываний, основные операции над высказываниями, формулы логики и отношения логического следования и равносильности между формулами. Логика изучает формальные законы мышления. Для изучения дисциплины “Математическая логика и теория алгоритмов” требуется, чтобы студент владел базовыми понятиями теории множеств (множество, подмножество, отношение,  функция и т.д.). Дополнительные сведения по тематике данного раздела студенты могут найти в [2, 11, 15-18, 19].
После завершения работы с теоретическим материалом следует ответить на вопросы для самопроверки по каждой теме и выполнить тестовые задания, приведенные в конце раздела. Практические занятия служат для закрепления изучаемого материала и получения практических навыков определения логического следования и равносильности для формул логики высказываний,  равносильных преобразований и упрощения формул логики высказываний. Для контроля усвоения материала студенты очно-заочной и заочной форм обучения выполняют 1-е и 2-е задания контрольной работы № 1. Для получения задания на контрольную работу следует использовать программу MLTA2007.exe, которая выставлена на сайте СЗТУ (СЗТУ > Кафедры > ВМКСС > О кафедре > Вопросы, программа MLTA2007). Вариант задания генерируется по шифру студента.

1.1. Логические операции над высказываниями
Определение 1.1. Высказывание это повествовательное предложение, в отношении которого имеет смысл утверждение об его истинности или ложности. 

Пример истинного высказывания: "Земля вращается вокруг Солнца". Пример ложного высказывания: "3 > 5". Поскольку предметом изучения логики являются только значения истинности высказываний, для них вводят буквенные обозначения  A, B, C, ... . Считается, что каждое высказывание либо истинно, либо ложно. Для краткости, если это не приводит к недоразумениям, будем вместо значения истинно писать 1, а вместо значения ложно – 0. Например, A =  "Земля вращается вокруг Солнца" и B =  "3 > 5", причем A = 1 и B = 0.  Высказывание не может быть одновременно истинным и ложным.

Высказывания могут быть простыми и составными. Высказывания "Земля вращается вокруг Солнца" и "3 > 5" являются простыми. Составные высказывания образуются из простых с помощью связок естественного языка: НЕ, И, ИЛИ, ЕСЛИ-ТО, ТОГДА-И-ТОЛЬКО-ТОГДА.

При использовании буквенных обозначений для высказываний эти связки заменяются специальными математическими символами, которые можно рассматривать как символы логических операций. В табл. 1 приведены варианты символов для обозначения связок и названия соответствующих логических операций.

Таблица 1. Варианты обозначения логических связок
	Связка
	Варианты символов
	Наименование операции

	НЕ
	(    (
	отрицание (инверсия)

	И
	&   (    (
	конъюнкция

	ИЛИ
	(    +
	дизъюнкция

	ЕСЛИ-ТО
	( 
	импликация

	ТОГДА-И-ТОЛЬКО-ТОГДА
	(    ~
	эквивалентность


Операция отрицания (инверсии) определяется следующим образом: если A истинно, то (A  ложно  и  наоборот. Остальные операции определяются табл. 2.
Таблица 2. Определение конъюнкции, дизъюнкции, импликации и эквивалентности

	Операнды
	Определение операции

	A
	B
	A & B
	A ( B
	A ( B
	A ( B

	0
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	1
	0
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	1
	0
	0

	1
	1
	1
	1
	1
	1


Следует обратить внимание, на следующие свойства конъюнкции, дизъюнкции, импликации и эквивалентности:
· Конъюнкция A&B истинна тогда и только тогда, когда A и B одновременно истинны, а в остальных случаях ложна. Конъюнкцию также иногда именуют логическим произведением.

· Дизъюнкция A(B ложна тогда и только тогда, когда A и B одновременно ложны, а в остальных случаях истинна. Дизъюнкцию также иногда именуют логической суммой.

· Эквивалентность A(B истинна тогда и только тогда, когда значения истинности A и B совпадают.
· Импликация A(B истинна тогда и только тогда, когда A=1, а B=0. Существуют варианты чтения импликации A(B : "Если A, то B"; "То, что A, влечет то, что B"; "A только тогда, когда B"; "То, что A, есть достаточное условие того, что B"; "Чтобы A, необходимо, чтобы B".

Вопросы для самопроверки по теме 1.1
1. Определите понятие высказывания.

2. Дайте определение логических операций отрицания, дизъюнкции, конъюнкции, импликации и эквивалентности.

3. Приведите варианты чтения импликации.

4. Приведите варианты чтения эквивалентности.

1.2. Формулы логики высказываний

С помощью логических операций, определенных выше, можно из простых высказываний строить формулы логики высказываний, представляющие различные составные высказывания. Например, из высказываний   A,   B  и C  можно построить составные высказывания((A & B) ( C и A ( [B ( (A ( C)]. Логическое значение составного высказывания зависит от структуры высказывания, выраженной формулой, и логических значений образующих его элементарных высказываний. Например, если A = 0, B = 1 и C = 0, то

((A & B) ( C = ((0 & 1) ( 0 =(0 ( 0 =1 ( 0= 1

и

A ( [B ( (A ( C)] = 0 ( [1 ( (0 ( 0)] =

0 ( [1 ( 0] = 0 ( 0 = 1.

Для систематического изучения формул, выражающих высказывания, вводят переменные высказывания P, P1, P2, ...,  и т. д., принимающие значения из множества {0, 1}. Переменные высказывания называются также логическими или булевыми переменными.

Определение 1.2. Формула логики высказываний Ф(P1, P2,..., PN) называется выполнимой, если она принимает значение 1 (истина) хотя бы для одного набора значений логических переменных P1, P2,..., PN . 

Определение 1.3. Формула логики высказываний Ф(P1, P2,..., PN) называется тавтологией или тождественно истинной, если ее значение для любых значений P1, P2,..., PN   есть 1. 

Некоторые тавтологии играют большую роль в логике и поэтому называются законами: законы рефлексивности P ( P, закон исключенного третьего (P ( P, закон отрицания противоречия (((P & P), закон  двойного   отрицания ( (P( P,    законы де-Моргана 

((P1 & P2) ( ((P1 ((P2) и ((P1 ( P2) ( ((P1 &(P2), а также другие.

Операции ( и ( можно выразить через операции (, & и (: 

P1( P2  =(P1 ( P2  ,        P1 ( P2 = ( P1 ( P2)( P2 ( P1)   ,
P1 ( P2 = ((P1(P2  ) ( (P1P2 ).
На множестве формул логики высказываний можно определить семантические (смысловые) отношения равносильности и следования. Эти отношения играют важную практическую роль при упрощении логических выражений и построении корректных логических выводов.
Определение 1.4. Две формулы логики высказываний Ф1(P1, ..., PN) и Ф2(P1, ..., PN) называются равносильными, если они принимают одинаковое значение для любых значений P1, ..., PN.

Две равносильные формулы имеют одну и ту же таблицу истинности и, наоборот, формулы, имеющие одну и ту же таблицу истинности, равносильны.

Условие равносильности формул выражает 
Теорема 1.1. Формулы Ф1(P1,..., PN) и Ф2(P1, ..., PN) равносильны тогда и только тогда, когда их эквивалентность Ф1(P1, ..., PN) ( Ф2(P1, ..., PN) является тавтологией. 

Отношение равносильности обозначается символом   =. 
Определение 1.5. Формула Ф2(P1,...,PN) логически следует из формулы Ф1(P1,...,PN), или Ф1(P1,...,PN) ( Ф2(P1,...,PN), если Ф2(P1,...,PN) истинна на всех наборах значений P1,...,PN, на которых Ф1(P1,...,PN) истинна. 

Логическое следование Ф1(Ф2 означает, что из истинности Ф1 следует истинность Ф2, но если Ф1 ложна, то относительно Ф2 ничего сказать нельзя.

Отношение следования формул выражает теорема: 
Теорема 1.2. Ф1(P1,...,PN) ( Ф2(P1,...,PN) тогда и только тогда, когда импликация Ф1(P1,...,PN)( Ф2(P1,...,PN) является тавтологией.
Определение 1.6. Формула логики высказываний, имеющая вид конъюнкции логических переменных со знаком инверсии или без него, называется элементарной конъюнкцией.

Определение 1.7. Формула логики высказываний в виде дизъюнкции элементарных конъюнкций называется дизъюнктивной нормальной формой (д.н.ф.).
Определение 1.8. Формула логики высказываний, имеющая вид дизъюнкции логических переменных со знаком инверсии или без него, называется элементарной дизъюнкцией.

Определение 1.9. Формула логики высказываний в виде конъюнкции элементарных дизъюнкций называется конъюнктивной нормальной формой (к.н.ф.).
Примером д.н.ф. является формула 
[image: image1.wmf]4

2

3

2

1

2

1

P

P

P

P

P

P

P

Ú

Ú

, а примером к.н.ф. ( формула 
[image: image2.wmf])

)(

)(

(

4

2

3

2

1

3

2

1

P

P

P

P

P

P

P

P

Ú

Ú

Ú

Ú

Ú

.

Вопросы для самопроверки по теме 1.2

1. Какое высказывание называется составным?
2. Определите понятие тавтологии.

3. Дайте определение логического следования и равносильности формул логики высказываний.

4. Каким образом связаны понятия импликации и логического следования формул логики высказываний?

5. Каким образом связаны понятия эквивалентности и равносильности формул логики высказываний?

6. Каким образом дизъюнкция выражается через конъюнкцию и отрицание?

7. Каким образом импликация выражается через дизъюнкцию и отрицание?

8. Каким образом эквивалентность выражается через дизъюнкцию, конъюнкцию и отрицание?
9. Дайте определение конъюнктивной и дизъюнктивной нормальной формы.

1.3. Логика высказываний и булева алгебра

Множество операций {(,&,(} и констант {0,1} логики высказываний образуют алгебру высказываний, причем операции ( и ( можно рассматривать как сокращения при записи формул в базисе {( , &, (}:

(A( B = A( B ;      ((A( B)( A( (B) = A( B;     ((A(B ) ( (AB )= A( B.

Алгебра высказываний относится к типу булевых алгебр.

Определение 1.10. Булева алгебра
 ( ограниченная и дистрибутивная структура, в которой для каждого элемента существует дополнение. Ограниченная структура имеет ноль и единицу.

Покажем сначала, что алгебра высказываний является структурой.
Определение 1.11. Структура ( это тройка 
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Следовательно, 
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В алгебре высказываний 
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Следовательно, алгебра высказываний 
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Вопросы для самопроверки по теме 1.3

1. Определите понятие структуры.

2. Какая структура называется ограниченной?
3. Определите понятие булевой алгебры.

4. Приведите примеры булевых алгебр.
2. Логика предикатов
В данном разделе изучается понятие предиката, множества истинности предиката и его связь с понятием отношения, основные логические операции над предикатами, включая кванторы всеобщности и существования. Дополнительные сведения по тематике данного раздела студенты могут найти в [2, 15-18, 19].
После завершения работы с теоретическим материалом следует ответить на вопросы для самопроверки по каждой теме и выполнить тестовые задания, приведенные в разделе 4.3. Практические занятия служат для закрепления изучаемого материала и освоения основных понятий логики предикатов. Для контроля усвоения материала студенты очно-заочной и заочной форм обучения выполняют 3-е задание контрольной работы № 1. Для получения задания на контрольную работу следует использовать программу MLTA2007.exe, которая выставлена на сайте СЗТУ (СЗТУ > Кафедры > ВМКСС > О кафедре > Вопросы, программа MLTA2007). Вариант задания генерируется по шифру студента.

2.1. Основные понятия логики предикатов
Поскольку логика предикатов базируется на понятиях теории множеств, напомним определения основных понятий этой теории. Немецкий математик Георг Кантор, разработавший начала теории множеств в 70-х годах XIX века, определял множество, как объединение отдельных объектов в единое целое. Группа математиков Н.Бурбаки дает такое определение: "Множество образуется из элементов, обладающих некоторыми свойствами и находящихся в некоторых отношениях между собой или с элементами других множеств". Вместо термина "множество" могут использоваться также наименования: "совокупность", "класс", "система". Множество, не имеющее ни одного элемента, называется пустым и обозначается символом в виде перечеркнутого кружка (. 

Множество из n элементов обозначается {a1,a2,…,an}, а множество из одного элемента a1 обозначается {a1}.

Конечное множество M можно задать перечислением всех его элементов, например, M = {а,b,с,d,e,f}, при этом порядок записи элементов не существенен, т.е. {a,b,c,d,e,f}={b,a,f,c,d,e}= {f,c,a,d,e,b} и т.д.

Любое (конечное или бесконечное) множество можно задать указанием общего свойства C всех его и только его элементов:

M = {x: x обладает свойством C} 
или

M = {x ( x обладает свойством C}.

Символ x в этом случае называется предметной переменной (в дальнейшем мы узнаем, что утверждение "x обладает свойством C" называется предикатом). Пример задания множества всех действительных чисел, обладающих свойством C= “x больше единицы”:

M = {x ( x – действительное число, x>1}.

Пусть M = {a,b,c,d,e,f}. Мы говорим, например, что элемент b принадлежит M или используем общепринятый символ принадлежности (, например,  b ( M.
Пусть M={a,b,c,d,e,f} и L={b,d,e}. Мы говорим, что L является подмножеством M или, что каждый элемент L является элементом M, или используя общепринятый символ включения множеств: L ( M.

Множество всех подмножеств множества M называется булеаном M и обозначается как 2 в степени M: 2M. Пусть M={a,b,c}, тогда 2M = {(, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}.

Число элементов, или мощность множества M обозначается(M(. 

Пример 2.1. Пусть M={a,b,c,d,e}, тогда (M(=5. Для булеана 
[image: image24.wmf]M

M

2

2

=

. 
Напомним операции алгебры подмножеств. Дополнением подмножества L множества M называется подмножество 
[image: image25.wmf]L
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, содержащее все элементы M, не принадлежащие  L: 
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Пересечением подмножеств M1 и M2 множества M называется совокупность L всех элементов M, принадлежащих одновременно M1 и M2:

L = M1 ( M2 = { x ( x ( M1, x ( M2 }.

Объединением подмножеств M1 и M2 множества M называется совокупность L всех элементов M, принадлежащих первому или второму подмножеству:

L = M1 ( M2 = { x ( x ( M1 или x ( M2}.

Разность множеств M1 и M2:

L = M1 \ M2 = { x ( x ( M1 и неверно, что x ( M2)}.

Декартовым произведением множеств M и L называется множество всех упорядоченных пар элементов {(x,y)( x (M, y ( L}.

В качестве символа декартова произведения обычно используется символ (, тогда

M ( L = {(x,y) ( x ( M, y ( L}.

Пример 2.2. Пусть M = {a,b,c} и L = {f,g,k}, тогда декартово произведение M ( L = {(a,f),(a,g),(a,k),(b,f),(b,g),(b,k),(c,f),(c,g),(c,k)}.

Бинарным отношением между элементами множеств M и L называется подмножество M ( L, например, R = {(a,f),(b,f),(b,k)}.

Декартово произведение n множеств:

M1 ( M2 ( ... ( Mn = {(x1,x2,...,xn)( x1 ( M1, x2 ( M2,..., xn ( Mn}.


Можно ввести также n-ю декартову степень множества M :


M n= M ( M ( ... ( M, где M в правой части повторяется n раз.

Пример 2.3. Пусть M = { a,b,c }, тогда  M2= {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (c,b), (c,c)}.
Пусть M = {a,b}, тогда
M3 = {(a,a,a), (a,a,b), (a,b,a), (a,b,b), (b,a,a), (b,a,b), (b,b,a), (b,b,b)}.

Определение 2.1. Предикат - это повествовательное предложение, содержащее предметные (индивидные переменные), замена которых на константные значения превращает рассматриваемое предложение в высказывание – истинное или ложное. Другими словами, выражение A(x1, x2, ..., xn), содержащее предметные переменные x1 ( M1, x2 ( M2,..., xn ( Mn, называется n-местным предикатом, если оно выражает некоторое n-местное отношение на декартовом произведении множеств M1, M2, ..., Mn.
Таким образом, высказывании можно рассматривать как 0-местные предикаты.

Например, если x, y  – предметные переменные, принимающие значения из множества M={Солнце, Земля, Луна, Марс}, то предложение "x вращается вокруг y " можно рассматривать как 2-местный предикат P(x, y). 
Определение 2.2. Множество истинности предиката P(x, y)  - это множество упорядоченных пар (кортежей) rP = {(Земля, Солнце), (Луна, Земля),  (Марс, Солнце)}
, на которых P(x, y)=1. Множество rP  выражает бинарное  отношение  на  множестве  M небесных тел, например, “Земля rP Солнце ”. Можно сказать, что P(x, y) – это предикат отношения rP.
Определение 2.3.  Предикат называется а) тождественно истинным, если значение его для любых аргументов есть "истина"; б) тождественно ложным, если значение его для любых аргументов есть "ложь"; в) выполнимым, если существует, по крайней мере, одна система его n аргументов, для которой значение предиката есть "истина". 

Например, предикат "x + y = y + x" является тождественно истинным, предикат "x + 1= x" – тождественно ложным,  предикат "x + y = 5" – выполнимым.
Возможны 1-местные предикаты. Например, 
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Вопросы для самопроверки по теме 2.1

1. Что называется булеаном?
2. Дайте определение понятия предиката.

3. Дайте определение множества истинности предиката. Охарактеризуйте связь этого понятия с понятием отношения.

2.2. Логические операции над предикатами

Для построения формул логики предикатов используются те же логические операции отрицания, конъюнкции, дизъюнкции, эквивалентности и импликации, что и для формул логики высказываний. 

Рассмотрим предикаты A(x1,x2,...,xn) и B(x1,x2,...,xn), определенные на M1(M2(...(Mn. 

Определение 2.4.  Отрицанием предиката A(x1,x2,...,xn) называется новый n-местный предикат ( A(x1,x2,... xn), множество истинности которого T((A) является дополнением множества истинности предиката A(x1,x2,...,xn):

T((A) =
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Определение 2.5. Конъюнкцией предикатов A(x1,x2,...,xn) и B(x1,x2,...,xn) называется новый n-местный предикат

C(x1,x2,...,xn) = A(x1,x2,...,xn) & B(x1,x2,...,xn),

множество истинности которого T(C) есть пересечение множеств истинности A(x1,x2,..., xn) и B(x1,x2,..., xn):

T(C)=T(A)(T(B),

где T(A) и T(B) ( множества истинности предикатов A(x1,x2,...,xn) и B(x1,x2,...,xn).
Определение 2.6.  Дизъюнкцией предикатов A(x1,x2,...,xn) и B(x1,x2,...,xn) называется n-местный предикат

D(x1,x2,...,xn) = A(x1,x2,...,xn) ( B(x1,x2,...,xn),

множество истинности которого есть объединение множеств истинности A(x1,x2,...,xn) и B(x1,x2,...,xn).

Определение 2.7. Эквивалентностью предикатов A(x1,x2,...,xn) и B(x1,x2,...,xn) называется n-местный предикат E(x1,x2,...,xn) = A(x1,x2,...,xn) ( B(x1,x2,...,xn), который имеет значение истина на тех и только на тех наборах аргументов x1,x2,...,xn, на которых значения истинности A(x1,x2,...,xn) и B(x1,x2,...,xn) совпадают. Множество истинности M(E) для эквивалентности предикатов E(x1,x2,...,xn) =A(x1,x2,...,xn) ( B(x1,x2,...,xn) есть
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Определение 2.8. Импликацией предикатов A(x1,x2,...,xn) и B(x1,x2,...,xn) называется n-местный предикат I(x1,x2,...,xn) = A(x1,x2,...,xn) ( B(x1,x2,...,xn), который имеет значение ЛОЖЬ на тех и только на тех наборах аргументов x1,x2,...,xn, на которых A(x1,x2,...,xn) имеет значение ИСТИНА, а B(x1,x2,...,xn) - значение ЛОЖЬ. Множество истинности импликации I(x1,x2,...,xn):
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Пример 2.4. Даны универсальное множество M = {a,b,c,d,e,f} и два подмножества L = {b,c,d} и K = {d,e,f}, и два предиката A(x) и B(x), причем {x(A(x)=И}=L и {x(B(x)=И}=K, т.е. L и K являются множествами истинности предикатов A(x) и B(x) соответственно. Требуется найти множество истинности эквивалентности E(x)=A(x)((B(x).

Для решение этой задачи используем определение эквивалентности предикатов:
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({a,e,f} ( {d,e,f}) ( ({b,c,d} ( {a,b,c}) = {e,f} ( {b,c} = {e,f,b,c}.
Определение 2.9. Универсальным высказыванием, соответствующим A(x), называется высказывание "каждый элемент множества M удовлетворяет предикату A(x)", которое будем обозначать (x A(x).
Высказывание (x A(x) считается истинным, если предикат A(x) тождественно истинный, и ложным – в противном случае. Символ (x называется квантором всеобщности по переменной x, его читают: "для всех x" или "для каждого x" или "для любого x". Выражение (x A(x) читается: "для всех x, A (x)" или "для каждого x, A(x)".

Например, (x(x=x) – это истинное универсальное высказывание, а 
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Пример 2.5. Рассмотрим предложение: “Если y – планета и x вращается вокруг y, то x является спутником y”. На языке логики предикатов это предложение можно записать в виде:
(x(y [планета(y) & вращается_вокруг(x,y) ( спутник(x,y)].
Если A(x) – одноместный предикат, определенный на конечном множестве {a1,a2,...,am}, то (x A(x) = [A(a1) & A(a2) & ... & A(am)]. Таким образом, квантор всеобщности можно понимать как оператор конъюнкции по квантифицируемой переменной.

Определение 2.10. Экзистенциональным высказыванием, соответствующим предикату A(x), называется высказывание "существует элемент множества M, удовлетворяющий предикату A(x)", которое обозначается (x A(x), и считается истинным, если предикат A(x) выполнимый, и ложным ( в противном случае.

Символ ( называют квантором существования, а выражение (x, в котором этот квантор предшествует переменной x, читают: "существует x такой, что ..." или "для некоторого x, ...". Например, выражение (x A(x) читается: "существует x такой, что A(x) " или "для некоторого x, A(x)".

Например, (x(x>2) – истинное экзистенциональное высказывание, а (x(x=x+1) – ложное экзистенциональное высказывание.

Если A(x) - одноместный предикат, определенный на конечном множестве {a1,a2,...,am}, то (x A(x) ( [A(a1) ( A(a2) ( ... ( A(am)]. Таким образом, квантор существования можно понимать как оператор дизъюнкции по квантифицируемой переменной.

К n-местному предикату можно применить n кванторов. Применение одного квантора к n-местному предикату (n(1) дает (n-1)- местный предикат.

На множестве формул логики предикатов, так же как и логики высказываний, можно определить семантические отношения равносильности и следования.

Вопросы для самопроверки по теме 2.2

1. Дайте определение логических операций отрицания, дизъюнкции, конъюнкции, импликации и эквивалентности над предикатами.

2. Дайте определение логических операций квантификации предикатов посредством кванторов всеобщности и существования.
3. Как взаимосвязаны кванторы всеобщности и существования?

3. Формальные теории
В данном разделе изучаются основные понятия и примеры формальных теорий: исчисление высказываний и исчисление предикатов. Дополнительные сведения по тематике данного раздела студенты могут найти в [2, 15-18, 19]. После завершении работы с теоретическим материалом следует ответить на вопросы для самопроверки по каждой теме и выполнить тестовые задания, приведенные в конце раздела.

Практические занятия служат для закрепления изучаемого материала и получения практических навыков установления общезначимости формул логики предикатов и их истинности для заданной интерпретации. Для контроля усвоения материала студенты очно-заочной и заочной форм обучения выполняют 1-е задание контрольной работы № 2. Для получения задания на контрольную работу следует использовать программу MLTA2007.exe, которая выставлена на сайте СЗТУ (СЗТУ > Кафедры > ВМКСС > О кафедре > Вопросы, программа MLTA2007). Вариант задания генерируется по шифру студента.

3.1. Определение формальной теории и основные понятия

Определение 3.1. Формальная теория это

а) Множество правильно построенных формул (ППФ), или выражений, определяющих язык теории.

б) Подмножество  формул  множества  ППФ,  называемых  аксиомами теории.

в)  Правила  вывода,  т.е.  конечное  множество  отношений между формулами.
Определение 3.2. Доказательством называется  конечная  последовательность  формул Ф1,...,Фn, такая, что каждая Фi есть либо аксиома, либо  получена из предыдущих формул по одному из правил вывода.
Определение 3.3. Теоремой  называется  такая  формула  теории  Ф,  что  существует доказательство Ф1,...,Фn, где Фn=Ф.

Определение 3.4. Аксиоматическая теория полна, если присоединение  к  ее  аксиомам формулы, не являющейся теоремой,  делает  теорию  противоречивой, т.е. могут быть доказаны как Ф, так и "не Ф".

Определение 3.5. Интерпретацией  формальной   теории   в   содержательную   теорию называется  соответствие  теорем   формальной   теории   истинным утверждениям содержательной теории.

Определение 3.6. Интерпретация называется правильной, если каждой теореме формальной теории ставится в соответствие истинное утверждение содержательной теории. Интерпретация называется адекватной, если она правильная и каждому истинному утверждению содержательной теории ставится в соответствие теорема формальной теории.

Определение 3.7. Аксиоматическая теория разрешима, если для любой ППФ Ф существует процедура (алгоритм), которая за конечное число шагов позволяет определить, является ли Ф  теоремой теории. 

Для изучения той или иной формальной теории служит метатеория, в которой приходится пользоваться метаязыком, т.е. естественным языком, дополненным общеупотребительными математическими символами, по отношению к которому язык изучаемой (объектной) теории (множество ППФ) является языком-объектом.
Вопросы для самопроверки по теме 3.1
1. Дайте определение понятий формальной теории, доказательства и теоремы.
2. Дайте определение полноты формальной теории.
3. Дайте определение интерпретации формальной теории в содержательную.
4. Дайте определение правильной и адекватной интерпретаций.
5. Какая аксиоматическая теория называется разрешимой?
6. Определите понятие метатеории и метаязыка.

3.2. Исчисление высказываний

Исчисление высказываний является примером формальной теории. Множество ППФ исчисления высказываний это:
а) множество пропозициональных букв A, B, C и т. д.;

б) множество аксиом:

1. A((B(A)

2. (A( (B(C)) ( ((A(B) ( (A(C))

3. ((A((B) ( (((A(B) (A);

в) правила вывода:
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В  записи  правил  вывода  над  чертой  располагаются   формулы, называемые посылкой правила, из  которых  непосредственно  следуют формулы, стоящие под чертой и называемые заключением правила.

Правило подстановки  позволяет  заменять  в  ППФ  все  вхождения некоторой  буквы  на   другую   букву.   Правило   Modus   Ponens (MP)  позволяет выводить формулу B из формул Ф и Ф(B.

Пример 3.1.  Требуется   доказать,   что из A следует B(A, т.е.  A (( (B(A).

Доказательство. Имеем A. Тогда в соответствии с аксиомой 1 по правилу MP получаем
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Интерпретацией исчисления высказываний является логика высказываний. Нетрудно проверить, что аксиомы исчисления высказываний являются тавтологиями логики высказываний. Исчисление высказываний непротиворечиво, полно и разрешимо.
Вопросы для самопроверки по теме 3.2

1. Как определяется множество  ППП исчисления высказываний?
2. Какова связь между аксиомами исчисления высказываний и тавтологиями логики высказываний?
3. Является ли исчисление высказываний полным? Непротиворечивым? Разрешимым?
3.3. Метод резолюций в исчислении высказываний

Пусть имеется набор формул Ф1,...,Фn, имеющих вид элементарных дизъюнкций. Для доказательства логического следования формулы Ф из набора формул Ф1,...,Фn необходимо построить отрицание 
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 также в виде элементарной дизъюнкции. Если Ф следует из Ф1,...,Фn, то набор формул Ф1,...,Фn,
[image: image37.wmf]Ф
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 несовместим (т.е. их конъюнкция имеет значение ложь). Для доказательства несовместимости Ф1,...,Фn,
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 используется правило резолюции
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применяемое последовательно к набору Ф1, ..., Фn, 
[image: image40.wmf]Ф

¢

 и уже полученным результатам применения этого правила. Правило резолюции основано  на формуле Блейка-Порецкого

(A(C) & (B((C) = (A(C) & (B((C) &(A(B).
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Пример 3.4. Для доказательства, что из A(B и B(C следует A(C, используем соотношения (A(B)=((A(B)&(A((B), (B(C)= ((B(C)&(B((C),  ((A(C)= (A(C)&((A((C). Представим доказательство в виде схемы на рис. 3.1.
Доказательство успешно, поскольку в результате последовательного применения правила резолюции получено пустое предложение [ ].
Вопросы для самопроверки по теме 3.3

1. Каким образом строится доказательство по методу резолюций?
2. Запишите правило резолюции.

3. Запишите формулу Блейка-Порецкого.

3.4. Исчисление предикатов

Формальной теорией для логики предикатов является исчисление предикатов. Исчисление предикатов строится на основе исчисления высказываний. Вводятся символы двух видов: предметные переменные (x,y,z,x1,x2...) и предикатные буквы (P,Q,R,P1,P2,...). Из предикатных букв, предметных переменных, логических символов и скобок можно сформировать различные выражения, некоторые из которых называются формулами.
Определение 3.8.  Формулами исчисления предикатов являются 

а) предикатные буквы     со   следующими   в   скобках    предметными   переменными; 

б) выражения ((Ф),  (Ф1)&(Ф2),  (Ф1)\/(Ф2), (Ф1)((Ф2), (Ф1)((Ф2), (x Ф(x) и (x Ф(x), где Ф, Ф1, Ф2 – некоторые формулы; x – некоторая индивидная переменная. 

Определение 3.9.  Предметная переменная называется свободной, если она не следует непосредственно за квантором и не входит в область действия квантора по этой переменной, все другие переменные, входящие в формулу, называются связанными.

Аксиомы и правила вывода исчисления предикатов можно получить расширением состава аксиом и правил вывода исчисления высказываний. Для этого дополним схемы аксиом исчисления высказываний двумя схемами аксиом для исчисления предикатов:

(x Ф(x) ( Ф(x)

и 
Ф(x) ( (x Ф(x).

Дополним правила вывода двумя правилами исчисления предикатов:
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где B не содержит x.

Определение 3.10.  Интерпретацией формулы исчисления предикатов называется конкретизация множеств, из которых принимают значения предметные переменные и конкретизация отношений и соответствующих множеств истинности для каждой предикатной буквы. 

Пример 3.2. 0-местная формула (x(P(x) ( Q(x)) ( ((x ( P(x) & Q(x)) ложна для интерпретации,  при которой  x({a,b,c,d,e}, {x(P(x)} = {a,b}, {x(Q(x)} = {a,b,c}.

Действительно, универсальное высказывание (x(P(x) ( Q(x)) истинно, поскольку {x(P(x)} ( {x(Q(x)}. В то же время, (x(P(x) & Q(x)) истинно, т.к. пересечение {x(P(x)} и {x(Q(x)} равно {a,b}, т.е. не пусто и, следовательно, высказывание ((x(P(x) & Q(x)) ложно.

Таким образом, эквивалентность приводится к виду И(Л, т.е. ложна.

Эта же 0-местная формула истинна для интерпретации, при которой              x ( {a,b,c,d,e}, {x(P(x)}={a,b}, {x(Q(x)}={c,b},

поскольку в этом случае формулы (x(P(x) ( Q(x)) и ((x(P(x) & Q(x)) ложны и, следовательно, эквивалентность приводится к виду Л(Л, т.е. истинна.

Пример 3.2 показывает, что существуют формулы исчисления предикатов, истинность которых зависит от интерпретации.
Определение 3.11. Формула исчисления предикатов называется общезначимой, если она тождественно истина при любой интерпретации.

Общезначимая формула исчисления предикатов получается из тавтологии исчисления высказываний при замене входящих в нее пропозициональных букв предикатными буквами с произвольным числом приданных предметных переменных. 

Приведем некоторые общезначимые формулы.

Законы де-Моргана для кванторов:

((x P(x) ( (x (P(x),

       
 
                           (3.1)

((x P(x) ( (x (P(x). 


           (3.2)

Законы пронесения кванторов через конъюнкцию и дизъюнкцию: 

(x[P(x) & Q(x)] ( [(x P(x) & (x Q(x)],

    (3.3)
(x[P(x) & S] ( [(x P(x) & S].

   
        (3.4)

(x[P(x) \/ Q(x)] ( [(x P(x) \/ (x Q(x)],

               (3.5)

(x[P(x) \/ S] ( [(x P(x) \/ S],


             (3.6)

Законы пронесения кванторов через импликацию:

(x[P(x) ( Q(x)] ( [(x P(x) ( (x Q(x)],
                     (3.7)

(x[P(x) ( Q(x)] ( [(x P(x) ( (x Q(x)], 
              (3.8)

(x[P(x) ( S] ( [(x P(x) ( S], 

                   (3.9)

(x[P(x) ( S] ( [(x P(x) ( S]. 

                     (3.10)

Законы удаления квантора общности и введения квантора существования:

(x P(x) ( P(x), 
       


       (3.11)

P(x) ( (x P(x). 
   


 (3.12)

Законы преобразования категорических высказываний:

(x[P(x) ( Q(x)] ( ((x[P(x) &(Q(x)], 

           (3.13)

                            (x[P(x) ( Q(x)] (((x[P(x) & (Q(x)].                       (3.14)

Все формулы исчисления предикатов можно разделить на три типа:

· истинные при любой интерпретации, т.е. общезначимые;

· ложные при любой интерпретации, т.е. противоречивые;

· формулы, истинность которых зависит от интерпретации.

Чтобы определить тип формулы, то сначала следует попытаться установить общезначимость или противоречивость заданной формулы (тем более, что для одноместных предикатов это алгоритмически разрешимая задача) и, если это не удается сделать, то перейти к установлению значения истинности формулы для заданной интерпретации, например так, как было показано выше в примере 3.2. 

Пример 3.3. Требуется установит тип формулы

(x((P(x) ( (Q(x)) ( ((x((P(x) & Q(x)).

Попытаемся установить общезначимость или противоречивость данной формулы. Для этого левую часть заданной эквивалентности заменим равносильной формулой (x(P(x) \/ (Q(x) на основе (1.38), а правую часть - формулой (x(((P(x) & Q(x)) на основе (2.2). Далее, с учетом (1.14), правая часть примет вид (x(P(x) \/ (Q(x)), т.е. исходная формула преобразована к виду (x(P(x) \/ (Q(x)) ( (x(P(x) \/ (Q(x)), где левая часть равна правой. Следовательно, заданная формула является общезначимой.

Интерпретация исчисления предикатов в логику предикатов адекватна, однако при разрешении этого вопроса не удается ограничиться средствами конечной метатеории.

Рассматриваемое классическое исчисление предикатов непротиворечиво и полно, но в то же время оно неразрешимо. В силу теоремы Геделя о полноте в классическом исчислении предикатов выводимы все классически общезначимые формулы и только они. Можно сказать, оно полуразрешимо: доказательство формулы Ф, являющейся теоремой, может быть выполнено за конечное число шагов. Если же формула не является теоремой, процесс выполнения процедуры доказательства может длиться бесконечно.
Вопросы для самопроверки по теме 3.4

1. Как определяется множество  ППФ исчисления предикатов?
2. Как строятся аксиомы исчисления предикатов?
3. Дайте определение понятия  интерпретации формулы исчисления предикатов.
4. Дайте определение общезначимой формулы исчисления предикатов.
5. Является ли исчисление предикатов полным? Непротиворечивым? Разрешимым?
4. логическое Программирование, модальная, 
    нечеткая и темпоральная логики

В данном разделе изучаются нестандартные логики: клаузальная, модальная, нечеткая и темпоральная. Дополнительные сведения по тематике данного раздела студенты могут найти в [4, 13]. После завершении работы с теоретическим материалом следует ответить на вопросы для самопроверки по каждой теме и выполнить тестовые задания, приведенные в конце раздела. Практические занятия служат для закрепления изучаемого материала, получения практических навыков по выполнению нечетких теоретико-множественных и логических операций, преобразованию формул логики предикатов в виде клауз Хорна.
4.1. Модальная логика
Модальная логика
 изучает структуру и законы построения рассуждений, содержащих так называемые модальности, выражаемые в естественном языке словами “необходимо”, “возможно”, “мочь” и т. д. Наряду с пропозициональными связками классического исчисления высказываний ((, \/, &), в модальной логике для выражения модальностей используются модальные операторы:

· оператор необходимости, который будем обозначать символом ( (читается: “необходимо, что …”);

· оператор возможности, который будем обозначать символом ( (читается: “возможно, что …”).

Логическое значение сложного высказывания, образованного с помощью модального оператора, чувствительно к смыслу и, поэтому, не определяется однозначно логическим значением того высказывания, к которому применяется модальный оператор. Например, мы обнаружили в стручке 10 горошин. Тогда высказывание: В данном стручке 10 горошин истинно, но высказывание: Необходимо, что в данном стручке 10 горошин ложно. Вместе с тем, высказывания: Данная горошина содержит белок и Необходимо, что данная горошина содержит белок – оба истинны.

Некоторые основные законы модальной логики известны еще с античных времен (см. табл. 4.1).

Таблица 4.1. Законы модальной логики

	Закон модальной логики в виде формулы
	Закон модальной логики на естественном языке

	(A(A   
	Если необходимо, что A, то A

	A((A   
	Если A, то возможно, что A

	(A((((A  
	Необходимо, что A, тогда и только  тогда, когда невозможно, что не-A

	(A((((A  
	Возможно, что A, тогда и только тогда, когда не необходимо, что не-A


В естественном языке слова “необходимо” и “возможно” имеют несколько смысловых вариантов, которые порождают соответствующие варианты модальной логики.

Логика алетических модальностей. Логика алетических модальностей имеет два варианта:

1. “Необходимо” означает объективную значимость содержания высказывания. В этом случае, если “необходимо” относится ко всему высказыванию, то это означает, что высказывание формулирует объективно необходимый закон для некоторой предметной области.

“Возможно” в этом случае указывает на объективную возможность того, о чем говорится в высказывании.

2. “Необходимо”   понимается как “доказуемо”, а “возможно” как “неопровержимо” в некоторой научной теории.
Деонтическая логика. В деонтической логике “необходимо” означает “должно”, “обязательно”, а “возможно” означает “допустимо” (в нормативном смысле). Таким образом, в рассматриваемом случае “необходимо” (соответственно, “возможно”) указывает  на некоторое, например, моральное или юридическое долженствование (соответственно, некоторую, например, моральную или юридическую допустимость).
Логика временных модальностей. В логике временных модальностей “необходимо” употребляется в смысле “всегда”, а “возможно” означает, что “иногда”. Часто в этом случае содержание высказывания относится к будущему.

Вопросы для самопроверки по теме 4.1

5. Чем отличается модальная логика от классического исчисления высказываний?
6. В чем особенность логики алетических модальностей?
7. В чем особенность деонтической логики?
8. В чем особенность логики временных модальностей?
4.2. Нечеткие множества и нечеткая логика
Нечеткие множества [4, 7]. Пусть M  некоторое универсальное множество. Рассмотрим какое-либо его подмножество A. Для любого x(M имеем x(A или x(A. Можно ввести характеристическую функцию подмножества A:
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Тогда, если, например,  M={a,b,c,d,e,f,g,h} и A={a,b,c,d}, имеем:

	x
	
	…
	
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h

	(A(x)
	
	…
	
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	 0.


Для универсального множества  (M(x)
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1 и для пустого множества 
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Множества, для которых характеристическая функция принимает только значения 0 или 1 будем называть четкими. Классическая логика оперирует с четкими множествами. Однако, при описании сложных систем часто приходится использовать нечеткие понятия и рассуждения и классическая логика оказывается в таких случаях неадекватной. 

Для формализации таких задач Заде разработал основы математического аппарата, опирающегося на понятия нечетких множеств и нечеткой логики. Для нечетких множеств характеристическая функция может принимать любые значения из интервала [0,1]. Например,
	x
	
	…
	
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h

	(A(x)
	
	…
	
	1,0
	0,9
	0,8
	0,7
	0,5
	0,2
	0,1
	 0,0;


	x
	
	…
	
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h

	(B(x)
	
	…
	
	0,1
	0,3
	0,8
	0,9
	0,5
	0,1
	0,0
	 0,0.


Для записи нечетких множеств используется следующее обозначение:

A={(x, (A(x))( (x(M}.

Часто также используется запись 
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, характеризующую степень принадлежности элемента x множеству A. Например, a(1,0 A, b(0,9 A  и т. д. 

Для нечетких множеств определены отношение включения (() и равенства (=):

A(B тогда и только тогда, когда (x(M: (A(x) ( (B(x);

A=B тогда и только тогда, когда (x(M: (A(x) = (B(x).

Операции над нечеткими множествами. Дополнение A определяется следующим образом:
(A= {(x, 1( (A(x)) ((x(M }.

Очевидно, что справедлив  закон двойного дополнения  ( (A=A.
Пересечение множества A и B:
A(B={(x, min{(A(x), (B(x)}) ((x(M }.

Объединение множества A и B:
A(B={(x, max{(A(x), (B(x)}) ((x(M }.

Отметим, что для нечетких множеств выполняются почти все законы классической теории множеств, кроме законов противоречия и исключенного третьего, т.е. 
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, где M – универсальное множество. 
В этом легко убедиться, взяв, например, простейшее универсальное множество M={(a,1), (b,1)}. Пусть нечеткое множество A={(a,0.1), (b,0.9)}, тогда его дополнение  (A={(a,0.9), (b,0.1)}. По определению имеем 
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(A={(a,0.1), (b,0.1)}
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(A={(a,0.9), (b,0.9)}
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Нечеткая логика [4, 7]. Можно считать, что введенная выше функция (A(x) характеризует “степень истинности” утверждений типа “x(A для (x(M”. Пусть A и B – нечеткие множества, тогда для истинности нечеткого высказывания “x(A и x(B” вводится нечеткая конъюнкция:

a & b = min{a,b}, 
где a=(A(x), b=(B(x),
нечеткая дизъюнкция вводится соотношением:
a \/ b = max{a,b},
нечеткое отрицание вводится формулой:  
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нечеткая импликация определяется соотношением:

a ( b = max{1( a, b}.

Для введенных нечетких логических операций выполняются почти все соотношения логики высказываний, кроме законов противоречия и исключенного третьего, т.е. 
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. В этом легко убедиться самостоятельно на любом простом примере.
Вопросы для самопроверки по теме 4.2

1. Дайте определение нечеткого множества. Приведите примеры.
2. Как определяются операции дополнения, объединения и пересечения для нечетких множеств? Рассмотрите примеры.
3. Как определяются логические операции нечеткого отрицания, дизъюнкции, конъюнкции и импликации? Рассмотрите примеры.
4.3. Темпоральная логика
Темпоральная логика (логика времени
) используется для описания временных отношений между объектами (событиями) предметной области. Введем в рассмотрение множество T={t1, t2, t3…} моментов времени и множество E={e1, e2, …, en} событий. Предполагаются естественные свойства времени: однонаправленность, линейность, непрерывность, бесконечность, гомогенность (однородность).

Ограничимся рассмотрением точечных событий, т.е. событий, которые существуют только в один единственный момент времени t(T. На множестве точечных событий зададим временные отношения: r0  – происходить одновременно, r1  – быть раньше, r2  – быть позже, r3n,L – быть раньше на n единиц времени по шкале L, r4L t – происходить в момент t по шкале L.

Используем в качестве аксиом множество продукций вида (, ((((  (пример отношения (  выводится из примеров (  и ( ).

(ei r3n,L ej )(( (ei r1 ej ),





(4.1)

(ei r1 ej ), (ej r1 ek )(( (ei r1 ek ),



(4.2)

(ei r3n,L ej ), (ej r3m,L ek )(( (ei r3n+m,L ek ),


(4.3)

(ei r4L t ), (ei r3n,L ej )(( (ej r4L  (t ( n)),


(4.4)

где ( – операция суммирования по шкале L.

Используем также множество правил вывода
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Пример 4.1. Рассмотрим описание ситуации на естественном языке: “29 апреля группа экскурсантов прибыла на вокзал, а затем заняла места в поезде Санкт-Петербург – Москва. Поезд отправился в 23 часа 55 мин. Поезд находился в пути 8 часов и прибыл в Москву”. Выделим точечные события: e1 – “прибытие на вокзал”, e2 – “посадка на поезд”, e3 – “отправление поезда”, e4 – “прибытие поезда”.

На языке темпоральной логики эта ситуация может быть описана формулой

(e1 r1 e2 ) & ( e2 r1 e3 ) & ( e3 r4L t1) & & (e3 r3L,T1 e4),

где t1= 29 апреля 23 часа 55 мин, T1 = 8 часов. Используя схемы аксиом и правила вывода получим новые факты:

(e3 r3L,T1 e4)(( (e3 r1 e4 )




 (по схеме 4.1);

(e1 r1 e2 ), ( e2 r1 e3 )(( (e1 r1 e3 )



 (по схеме 4.2);

(e1 r1 e3 ), ( e3 r1 e4 )(( (e1 r1 e4 )



 (по схеме 4.3);

( e3 r4L t1), ( e3 r3L,T1 e4)(( ( e4 r4L (t1 ( T1)) 

(по схеме 4.4);

где t1 ( T1=30 апреля 7 часов 55 мин.
Вопросы для самопроверки по теме 4.3

1. Дайте определение нечеткого множества.

2. Как определяются операции дополнения, объединения и пересечения для нечетких множеств?
3. Как определяются логические операции нечеткого отрицания, дизъюнкции, конъюнкции и импликации?
4.4. Логическое программирование

Основные трудности, с которыми постоянно сталкиваются разработчики программного обеспечения, связаны с построением систем, осуществляющих простую и быструю работу с данными. Это прежде всего задачи из области искусственного интеллекта: синтаксический и семантический анализ текста, организация баз данных и знаний, распознавание образов, диагностика неисправностей в технике и заболеваний в медицине, а также управление роботами. В общем случае везде, где требуется анализ данных и возможны различные варианты решения, а сам ход решения не очень ясен для программиста или же желательно избежать детального описания своих действий, которые и так всем интуитивно понятны, во всех этих случаях целесообразно использовать логическое программирование. Логическое программирование позволяет обойтись без традиционной алгоритмизации решаемой задачи (характерной для императивного программирования) и сконцентрировать усилия на формализации знаний о предметной области решаемой задачи. 

Наибольшее распространение получила система логического программирования, основанная на представлении знаний с помощью специальной записи формул логики предикатов, а именно в виде так называемых клауз Хорна [3, 8]. Это система и язык Prolog (PROgramming in LOGic), предложенная в начале 70-х годов Аланом Колмероем. Система логического программирования состоит из базы знаний и машины логического вывода. База знаний содержит описание правил вывода и известных фактов в форме клауз Хорна. Задание на работу с системой логического программирования имеет вид клаузы или набора клауз, в которых фигурируют предметные переменные, значения которых необходимо определить.

Машина вывода предназначена для процедурной интерпретации логической программы, т.е. всей совокупности клауз Хорна (запроса и базы знаний). Машина вывода реализует заложенный в нее алгоритм обработки клауз (утверждений) логической программы, называемый методом резолюций, для поиска возможных решений.

Клаузы Хорна и метод резолюций. Клауза (от англ. clause – предложение) общего вида записывается следующим образом:

B1,...,Bm ( A1,...,An,

где B1,...,Bm, A1,...,An – это атомарные формулы логики предикатов (n(0, m(0), A1,...,An – это совместные посылки клаузы, а B1,...,Bm ( это альтернативные заключения.

В стандартной форме клауза равносильна записи

A1 & ...& An ( B1 ( ... ( Bm.

Таким образом, запятые в посылке клаузы означают конъюнктивные связки между предложениями, составляющими посылку, а запятые в заключении клаузы символизируют дизъюнктивные связки между предложениями, составляющими посылку. 
Множество клауз невыполнимо, если из него можно вывести пустое предложение (обозначаемое ().

Клаузой Хорна называется частный случай клаузы B1,...,Bm(A1,...,An, получающийся при m=1:

B ( A1,...,An.

Метод резолюций основан на использовании правил резолюции. Правило резолюции – это правило вывода, которое позволяет из двух предложений

B1,...,Bm ( A1,...,Ai,...,An    и
B'1,...,B'j,...,B'r ( A'1,...,A'k ,

для которых существует так называемая согласующая подстановка ( такая, что Ai(=B'j(, вывести третье 

B1(,..., Bm(, B'1(,..., B'j-1(, B'j+1(,..., B'r( (
A1(,..., Aj-1(, Aj+1(,..., An(,  A'1(,..., A'k(.

Понятие согласующей подстановки ( определяется как множество пар {(xq,tq)}, означающих, что переменная xq всюду в Ai и B'j заменяется термом tq так, что Ai(=B'j(, причем любая другая унифицирующая подстановка ( носит менее общий характер.

Для клауз Хорна правило резолюции можно записать в общем виде
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где ( - согласующая подстановка, | - разделитель клауз.

Сущность метода резолюций – это процедурная интерпретация клауз Хорна,  которая заключается в следующем. Множество клауз Хорна S, описывающих постановку задачи, дополняется отрицанием C( целевого утверждения C, содержащего в общем случае некоторые предметные переменные, значения которых необходимо определить. С помощью правил резолюции находим решение задачи, а именно значения предметных переменных, для которых множество S ( {C(} невыполнимо. Это значения предметных переменных, при которых из множества предложений S ( {C(} удается вывести пустое предложение  (.

Пример 4.2. Дана формулировка задачи на естественном языке:

Робот находится там, где находится тележка. Определить, где находится робот, если известно, что тележка находится на складе.
Запись условий задачи в стандартной форме:

где(робот, x) ( где(тележка, x).

где(тележка, склад) (.

( где(робот,  y).

В соответствии с методом резолюций запрос формируется как отрицание предложения "где(робот, y)". Последовательность резолюций:

( где(робот, y) | где(робот, x) ( где(тележка, x)
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x=склад .
(
Таким образом, на втором шаге при использовании согласующей подстановки x=склад получено пустое предложение ( и ответ где(робот, склад), что означает, что робот находится на складе.
Вопросы для самопроверки по теме 4.4

1. Чем логическое программирование отличается от императивного?
2. Назовите основные компоненты системы логического программирования.

3. Что называется клаузой Хорна?
4. Каковы особенности метода резолюций для клауз Хорна?
5. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ АЛГОРИТМОВ

В данном разделе изучаются формализация понятия алгоритма в виде машины Тьюринга, рекурсивные функции и алгоритмически неразрешимые проблемы. Дополнительные сведения по тематике данного раздела студенты могут найти в [11, 14].

После завершения работы с теоретическим материалом следует ответить на вопросы для самопроверки по каждой теме и выполнить тестовые задания, приведенные в конце раздела. Практические занятия служат для закрепления изучаемого материала и изучения особенностей программирования на машине Тьюринга.
5.1. Понятие алгоритма

Интуитивное представление об алгоритме как о формальном предписании, которое определяет совокупность операций и порядок их выполнения для решения всех задач какого-либо типа, существует в математике с давних времен. В современных вычислительных системах алгоритмический подход к решению задач реализуется как императивное программирование. Термин "алгоритм" происходит от имени средневекового узбекского математика Аль-Хорезми, который еще в IX веке сформировал правила выполнения арифметических действий, которые мы изучаем в школе. Под алгоритмом обычно понимается точное предписание, определяющее процесс переработки исходных данных в требуемый результат.

При этом требуется:

· чтобы исходные данные были заданы в конкретном алфавите и могли принимать значения из некоторого множества, т.е. носили массовый характер;

· чтобы процесс переработки данных состоял из отдельных дискретных шагов и был детерминированным;

· чтобы были четко указаны условия остановки процесса, и что следует считать результатом процесса.

Таким образом, любой алгоритм характеризуется массовостью, детерминированностью и результативностью. Для решения любой массовой задачи требуется построить соответствующий алгоритм, поэтому важность понятия алгоритм трудно переоценить. 

Математика накопила большое число алгоритмов для решения разнообразных задач. В то же время попытки решения ряда задач натолкнулись на трудности, которые не удалось преодолеть. Возникла необходимость доказать существование алгоритма (алгоритмическую разрешимость) или принципиальную невозможность построения алгоритма (алгоритмическую неразрешимость) для ряда важных задач. 

Между тем, сформулированное выше понятие алгоритма нельзя считать точным определением, моделью алгоритма. Поэтому были предложены точные математические модели, уточняющие понятие алгоритма: машина Тьюринга, система рекурсивных функций Клини, нормальный алгоритм А.А.Маркова, схема Колмогорова-Успенского, лямбда-конверсии Черча, финитные комбинаторные процессы Поста.

А.Черч впервые обосновал положение о том, что все уточнения понятия алгоритма эквивалентны ("тезис Черча"), т.е. правильно отражают интуитивное представление об алгоритмах, сложившееся в математике.

С помощью этих моделей алгоритма доказана алгоритмическая неразрешимость ряда важных задач математики и вычислительной техники и, в частности, неразрешимость проблемы останова универсальной вычислительной машины, реализующей любой алгоритм. Например, из алгоритмической неразрешимости проблемы останова следует важный практический вывод: невозможно создать универсальную отладочную программу для обнаружения возможности зацикливания отлаживаемой программы.

Алгоритмически неразрешимой оказалась проблема выводимости в исчислении предикатов: для любых формул P и Q узнать, существует ли дедуктивная цепочка, ведущая от P к Q. Однако для исчисления высказываний и одноместных предикатов проблема выводимости разрешима.

Алгоритмическая неразрешимость некоторой задачи означает, что не существует общего алгоритма, решающего любую задачу рассматриваемого класса, однако для отдельных подклассов алгоритмически неразрешимой задачи может существовать алгоритм. Не следует смешивать алгоритмическую неразрешимость какой-либо проблемы с положением, когда некоторая проблема еще не решена. Для нерешенных проблем остается надежда найти разрешающий алгоритм, тогда как для алгоритмически неразрешимых проблем любые попытки поиска алгоритма бесполезны.

Прикладная теория алгоритмов базируется на выводах теории алгоритмов об алгоритмической разрешимости тех или иных проблем, но занимается, главным образом, разработкой наиболее эффективных с точки зрения практики алгоритмов, способов их описания, преобразования и реализации на современных ЭВМ.

Алгоритм рассматривается как совокупность определенным образом связанных между собой операторов, представляющих элементарные операции, которые производятся над множеством подвергающихся переработке объектов. Способы реализации операторов предполагаются известными (как правило, операторы сами являются некоторыми стандартными алгоритмами). При решении конкретной задачи задаются также значения исходных данных и параметров, входящих в описание алгоритма.

Для описания алгоритмов используются различные методы, отличающиеся степенью детализации и формализации. Теоретическое описание обычно дается в повествовательно-формальном изложении, цель которого – обосновать без лишних подробностей процедуру, предлагаемую в качестве алгоритма. Для наглядного представления структуры алгоритмов широко применяются графические средства: графы, блок-схемы, сети. Формальное и полное описание алгоритмов осуществляется на специально разработанных алгоритмических языках (BASIC, FORTRAN, PASCAL, C и др.); такое описание содержит всю необходимую для реализации алгоритма информацию, но не связано непосредственно со специфическими особенностями вычислительных машин.

Вопросы для самопроверки по теме 5.1

1. Определите понятие алгоритма, эффективности алгоритмов и алгоритмической разрешимости.
2. Для чего используются математические модели алгоритма? Приведите примеры таких моделей.
3. Приведите примеры алгоритмически неразрешимых проблем.

5.2. Машина Тьюринга

[image: image281.wmf]t


Модель алгоритма, называемая машиной Тьюринга [1, 5, 11, 20], состоит из бесконечной ленты (БЛ), разделенной на ячейки, и управляющей головки (УГ), которая перемещается по ленте и способна считывать символ в ячейке, против которой она находится, а также замещать обозреваемый символ новым (рис.5.1). В каждой ячейке может быть записан один символов из ленточного алфавита A. Головка может находиться в одном из внутренних состояний, принадлежащих конечному множеству (алфавиту состояний) Q. Работа машины происходит в дискретном времени в соответствии с программой, задаваемой набором команд вида

qa ( a+Dq+.

В зависимости от состояния головки q(Q и символа a(A, против которого она стоит, головка записывает на ленте новый символ a+ (или оставляет старый), переходит в новое состояние q+ (или остается в старом) и передвигается: вправо (П), влево (Л) или остается в прежнем положении (Н).

Определение 5.1. Назовем конфигурацией машины Тьюринга Kt в момент t содержимое ее ленты, состояние головки q(Q и обозреваемый ею символ a. 

Пусть на ленте записана цепочка символов …(a1a3a1a2a3a1(…, слева и справа от которой свободные ячейки (содержат символ (), причем головка, находясь в состоянии qi, обозревает символ a2. Соответствующую конфигурацию будем записывать, помещая обозначение  состояния головки перед обозреваемым символом:  a1a3a1qi a2a3a1.

Определение 5.2. Конфигурация машины Тьюринга называется заключительной, если головка машины Тьюринга находится в состоянии останова q0.


Работу машины Тьюринга можно описать как последовательную смену ее конфигураций, причем машина переходит от конфигурации Kt к конфигурации Kt+1 в соответствии со своей программой. Любая начальная конфигурация K0, которой соответствует состояние q1, порождает последовательность конфигураций K0, K1, K2, …, Kt,… . 

Эта последовательность обрывается, если машина оказывается в заключительной конфигурации. В этом случае будем говорить, что машина Тьюринга применима к конфигурации K0. 

Если последовательность конфигураций K0, K1, K2, …, Kt,… никогда не обрывается, т.е. машина работает вечно (“зацикливается”), будем говорить, что машина Тьюринга неприменима к конфигурации K0.

Для решения задачи исходные данные должны быть закодированы некоторым “естественным” образом символами некоторого алфавита A и записаны в виде слова X на ленте машины, причем головка в начальном состоянии q1(Q обозревает самый левый символ слова X, т.е. начальная конфигурация имеет вид q1X. Результирующая конфигурация имеет вид q0 f(X).

В этом случае будем говорить, что машина Тьюринга вычисляет словарную функцию f((), причем слово  f(X) есть значение этой функции для аргумента X. Числовые функции – это частный случай словарных, поскольку конкретный вид символов, которыми оперирует машина, несуществен, также как и тип данных: цифровых, алфавитно-цифровых и т.д.

В теории алгоритмов рассматриваются примеры специализированных машин Тьюринга с ленточным алфавитом A={(,+,1}, алфавитом состояний {q0,q1,q2, …, qn} и алфавитом перемещений D({П,Л,Н}. Символ ( играет роль разделителя. Символы q1, q0 – соответственно начальное и заключительное состояние машины (останов).

Рассматриваемые машины выполняют арифметические операции над неотрицательными целыми числами, для представления которых используется унитарный код. Число x представляется (x+1)-й единицей, причем отдельно записанная единица представляет нулевое значение x.
Пример 5.1 (Прибавление единицы). В табл. 5.1 приведен пример программы машины с алфавитом состояний {q1,q2,q0}. Машина увеличивает значение числа на единицу. 

[image: image282.wmf]T

Например, увеличение числа три на единицу машина осуществляет за два шага:

…((q11111(… ( …(q2(1111(… ( …( q011111(… .

Для исходной конфигурации …(q1(11(… поведение машины не определено. Это означает, что рассматриваемая машина реализует частичную словарную функцию.

Можно показать, что машины Тьюринга способны реализовать основные программные структуры:

· cуперпозицию программ;

· композицию программ;

· ветвление и циклические структуры.

Другими словами, машины Тьюринга обладают универсальными вычислительными возможностями. В том числе можно показать возможность построения универсальной машины Тьюринга.

Вопросы для самопроверки по теме 5.2

1. Как устроена машина Тьюринга и для чего она предназначена?
2. Что называется конфигурацией машины Тьюринга?
3. Как можно описать работу машины Тьюринга?
4. Каким образом машина Тьюринга вычисляет словарную функцию?
5. Каким образом задается программа машины Тьюринга?
5.3. Универсальные машины Тьюринга и алгоритмическая разрешимость

Проблема останова произвольной машины Тьюринга 
[image: image62.wmf]T

 с лентой 
[image: image63.wmf]t

 – это вопрос о возможности установить с помощью некоторой алгоритмической процедуры, что вычисления произвольной машины Тьюринга 
[image: image64.wmf]T

 с лентой 
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 завершаются за конечное время, т.е. не происходит зацикливания.
Теорема 5.1. Проблема останова машины Тьюринга 
[image: image66.wmf]T

 с лентой 
[image: image67.wmf]t

 алгоритмически неразрешима.

Доказательство. Предположим, что существует машина Тьюринга 
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, которая решает проблему останова для машины Тьюринга 
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 с лентой 
[image: image70.wmf]t

, если на ленту машины 
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 поместить 
[image: image72.wmf])

(

T

d

 описание  
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 машины 
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 (см. рис. 5.2).
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Диаграмма работы машины 
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 представлена на рис. 5.3. Машина 
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 решает проблему останова для всех пар машина-лента 
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T

. Следовательно, она решает эту проблему для частного случая, когда лента 
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 содержит описание самой машины 
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 (самоанализ!), т.е. для случая, когда 
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. Для этого случая легко построить машину Тьюринга 
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, которой достаточно только одного описания 
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Машина 
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 преобразует это описание в 
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 и далее работает как 
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. Диаграмма состояний машины 
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 имеет два выхода, как показано на рис.5.4.
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Модифицируем 
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 следующим образом: добавим два новых состояния 
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 и 
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¢
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. Получим машину 
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E

, показанную на рис. 5.5.

Машина 
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E

 с  лентой 
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d

  останавливается, если 
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 с  лентой 
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d

  никогда не остановится, и наоборот.

Поместим на ленту машины 
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 описание 
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 самой этой машины. Тогда машина 
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 с лентой 
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 останавливается, если машина 
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 с лентой 
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 никогда не останавливается, и наоборот. Но этого не может быть!
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Таким образом, машина 
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, а значит и 
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, а значит и 
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, не может существовать. Следовательно, проблема останова не разрешима. Что и требовалось доказать.
Вопросы для самопроверки по теме 5.3

1. Как формулируется проблема останова?
2. Какое значение имеет неразрешимость проблемы останова в теории вычислительных систем?
3. Как доказывается неразрешимость проблемы останова с помощью модели алгоритма в виде машины Тьюринга?
5.4. Элементы теории рекурсивных функций

Рекурсия ( способ определения функций, являющийся одним из основных объектом изучения в теории алгоритмов. Смысл рекурсии в том, что значение функции f в точке x определяется через значения этой функции в "предшествующих" точках.

Определение 5.3. Оператор примитивной рекурсии определяет (n+1)-местную функцию f(x1,...,xn;y) через n-местную функцию g(x1,...,xn) и (n+2)-местную функцию h(x1,...,xn; y; z) следующим образом:

f(x1,...,xn;0)=g(x1,...,xn),

f(x1,...,xn; 1)=h(x1,...,xn; 0; f(x1,...,xn; 0)),

f(x1,...,xn; 2)=h(x1,...,xn; 1; f(x1,...,xn; 1)),

...

f(x1,...,xn; m+1)=h(x1,...,xn; m; f(x1,...,xn; m)).

Пример 5.2. Пусть переменные x1,...,xn отсутствуют, причем рекурсивная схема задана соотношениями
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Тогда f(0)=0,  f(1)=2*0+0=0, f(2)=2*1+0=2, f(3)=2*2+2=6, f(4)=2*3+6=12, f(5)=2*4+12=20, ...,   f(x+1)=2*x+f(x).

Функцию определенную данной рекурсивной схемой можно выразить аналитически:

f(x+1)=2*x+f(x)=2*x+2*(x-1)+f(x-1)=...=

2*x+2*(x-1)+2*(x-2)+...+2*2+2*1=

2*[x+(x-1)+(x-2)+...+2+1].

Выражение в прямоугольных скобках [ ] представляет сумму чисел от 1 до x, равную по формуле арифметической прогрессии (x+1)*x/2, поэтому получаем f(x+1)=(x+1)*x, или f(x)=x*(x-1).

Определение 5.4. Примитивно-рекурсивная функция (ПР-функция) это одна из простейших функций:

· следования S(x)=x+1=x',

· константы ноль 0(x)=0,

· тождества Im(x1,...,xn )=xm (1(m(n),

· либо функция, которая может быть получена из простейших функций с помощью применения конечного числа операторов подстановки и примитивной рекурсии.

Все ПР-функции всюду определенные. В предыдущем примере мы имели ПР-функцию f(x)=x*(x-1). Ниже мы рассмотрим и другие примеры ПР-функций. В дальнейшем изложении и примерах  мы предполагаем, что области определения и значения ПР-функций – множества неотрицательных целых чисел (что не уменьшает общности выводов).

Примеры ПР-функций

Функция сложения:

fс(x; 0)=x,

fс(x; 1)=h(x; 0; fс(x; 0))=S(fс(x; 0)),

...

fс(x; m+1)=S(fс(x; m)).

Функция умножения:

fу(x; 0)=0,

fу(x; 1)=h(x; 0; fу(x; 0))=fс(x; fу(x; 0)),

...

fу(x; m+1)=fс(x; fу(x; m)).

Функции сигнум и антисигнум. Поскольку мы не используем отрицательных чисел, определим функцию сигнум следующим образом
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и антисигнум как
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Обе эти функции рекурсивны и могут быть заданы схемами:
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Усеченная разность. Разность x – y не определена для неотрицательных целых x и y, т.е. является частичной функцией.  Введем усеченную разность  
[image: image109.wmf]y

x

Ø

, доопределив x – y следующим образом
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Усеченная разность определяется рекурсивной схемой
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Модуль разности (x - y(можно выразить через усеченную разность:





(x - y(= (x ( y) + (y ( x).

Оператор минимизации

Примитивной рекурсии недостаточно, чтобы задать любую вычислимую функцию. В общем случае, требуется еще оператор минимизации
(t[f(x1,...,xn-1; t)=xn],

который обозначает вычисление минимального значения t, при котором выполняется равенство f(x1,...,xn-1; t)=xn. Могут быть следующие случаи, когда значение оператора минимизации не определено:

1) значение f(x1,...,xn-1; 0) не определено;

2) значения f(x1,...,xn-1; y) при y=0,1,2,...,k определены, но

отличны от xn, а при y=k+1 не определено;

3) значения f(x1,...,xn-1; y) при всех y=0,1,2,3,... определены, 

но отличны от xn.

Определение 5.5. Функция называется частично-рекурсивной (ЧР), если она может быть получена из S(x), 0(x) и Im с помощью применения конечного числа операторов подстановки, примитивной рекурсии и минимизации.

Определение 5.6. ЧР-функция называется общерекурсивной (ОР), если она всюду определена.
Примеры ЧР-функций

Целая часть [x/y]. Функция x/y является частичной, поскольку для y=0 не определена. Введем в рассмотрение функцию [x/y], полученную доопределением x/y так, что [x/0]=x. Можно показать, что [x/y]= (z[(x ( z)((x + 1) ( y(z + 1))=0], следовательно, [x/y] – ОР-функция [5].

Функция [x mod y]. Функция x mod y (остаток от деления x на y) является частичной, поскольку для y=0 не определена. Введем в рассмотрение   функцию   [x mod y],   полученную   доопределением x mod y  так, что [x mod 0]=x. 

Можно  показать,  что   [x mod y]= x ( y[x/ y],   следовательно, [x mod y] – ОР-функция [5].

Вопросы для самопроверки по теме 5.4

1. Что такое рекурсия?
2. Как определяется оператор примитивной рекурсии?
3. Что такое примитивно-рекурсивная функция?
4. Приведите примеры примитивно-рекурсивных функций.

5. Как определяется оператор минимизации?
6. Как определяются частично-рекурсивная и обще-рекурсивные функции?
5.5. Эквивалентность алгоритмических систем

Как было сказано в начале данного раздела, А.Черч впервые обосновал положение о том, что все уточнения понятия алгоритма эквивалентны. В частности, для рассмотренных выше моделей алгоритма имеет место
Теорема 5.2. Класс функций, вычислимых по Тьюрингу, эквивалентен классу ЧР-функций. 

Доказательство этой теоремы заключается в доказательстве двух утверждений:

· о возможности вычисления любой ЧР-функции на машине Тьюринга;

· о возможности воспроизведения любого вычисления на машине Тьюринга с помощью некоторой ЧР-схемы.

Доказательство первого утверждения основано на доказательстве того, что операции суперпозиции, рекурсии, минимизации, а также функции следования, константы ноль и тождества, могут быть запрограммированы на машине Тьюринга.

Для доказательства второго утверждения используется прием, называемый арифметизацией машины Тьюринга. Арифметизация состоит в том, что нечисловые параметры (объекты, состояние головки) нумеруются натуральными числами, что позволяет выразить преобразования конфигураций машины Тьюринга через арифметические операции.
Вопросы для самопроверки по теме 5.5

1. В чем заключается “тезис Черча” ?
2. Как доказывается возможность вычисления любой ЧР-функции на машине Тьюринга?
3. Как доказывается возможность воспроизведения любого вычисления на машине Тьюринга с помощью некоторой ЧР-схемы?
6. верификация алгоритмов и программ

В данном разделе изучаются принципов верификации (доказательства правильности) алгоритмов и программ, логика Хоара и структурный подход к верификации программ. Дополнительные сведения по тематике данного раздела студенты могут найти в [9].
После завершении работы с теоретическим материалом следует ответить на вопросы для самопроверки по каждой теме и выполнить тестовые задания, приведенные в конце раздела. Практические занятия служат для закрепления изучаемого материала и получения практических навыков верификации линейных программ и программ с ветвлением.
Для контроля усвоения материала студенты очно-заочной и заочной форм обучения выполняют 2-е и 3-е задания контрольной работа № 2. Для получения задания на контрольную работу следует использовать программу MLTA2007.exe, которая выставлена на сайте СЗТУ (СЗТУ > Кафедры > ВМКСС > О кафедре > Вопросы, программа MLTA2007). Вариант задания генерируется по шифру студента.

6.1. Логика Хоара для верификации алгоритмов и программ

Цель данного раздела – изучение принципов верификации (доказательства правильности) алгоритмов и программ [9]. Создание и весь последующий жизненный цикл надежного программного обеспечения для современных информационно-вычислительных систем – многоэтапный и трудоемкий процесс, который упрощенно можно охарактеризовать как перевод требований технического задания сначала в точные спецификации и, наконец, в текст программы.

Для описания алгоритмов используются различные методы, отличающиеся степенью детализации и формализации. Теоретическое описание обычно дается в повествовательно-формальном изложении, цель которого – обосновать без лишних подробностей процедуру, предлагаемую в качестве алгоритма. Для наглядного представления структуры алгоритмов широко применяются графические средства: графы, блок-схемы, сети. Формальное и полное описание алгоритмов осуществляется на алгоритмических языках; оно содержит всю необходимую для реализации алгоритма информацию.

Сложность программного продукта как объекта проектирования – основная причина ошибок перевода спецификаций в текст программы и, следовательно, ненадежности программного обеспечения. Для снижения сложности проекта используют технологию модульного проектирования и объектно-ориентированный подход.

Распространенный подход к обеспечению надежности проектируемого программного обеспечения – это тестирование. Цель тестирования – выявление ошибок, вкравшихся в программу на разных стадиях проектирования. При таком подходе при написании программ акцент делается на их тестируемость, т.е. на создание программ, которые удобно тестировать, а безошибочность и корректность программы в значительной степени зависят от творческих способностей и интуиции разработчика.

В отличие от интуитивного подхода, который мы охарактеризовали выше, рассматриваемый далее подход трактует программирование как точную математическую науку. Этот подход основан на том, что спецификация программ выражается средствами логики, причем связь программ с их спецификацией осуществляется путем определения семантики программ также средствами логики (алгоритмическая логика Хоара(). Этот подход открывает путь к верификации (доказательству правильности) алгоритмов и программ средствами логики.

Структурный подход к верификации программ. В основе структурного подхода – анализ действия программ (алгоритмов) над данными [9]. Для каждого исходного состояния данных X, для которого программа завершается, результирующее состояние данных Y является определенным. Это значение Y единственно для данного X, поэтому множество всех упорядоченных пар (X,Y) определяет функцию, которую будем называть программной функцией.

[image: image288.wmf]T

Рассмотрим последовательность двух блоков g={(X,Y)} и h={(Y,Z)}, изображенную на рис.6.1. Мы будем использовать символьные вычисления, чтобы получить аналитическое выражение программной функции для исследуемой программы.

Программную функцию f для простой программы P определим выражением f={(X,Y)( Y=f(X)}, где X ( состояние поля данных до выполнения P; Y ( состояние поля данных после выполнения P; {(X,Y) ( Y=f(X)} ( множество пар (X,Y), таких, что Y=f(X).

Программная функция такой последовательности является композицией 
[image: image112.wmf]g
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 двух частных функций h и g:  f ={(X,Z)( Z=h(g(X))}.

Алгоритмическая логика Хоара. Логика Хоара (логика Флойда-Хоара) это формальная система, разработанная британским ученым Ч.Э.Р. Хоаром, позднее усовершенствованная другими учеными. Впервые опубликована в 1969 г. в статье "An axiomatic basis for computer programming". Цель ( создание логических правил для доказательства корректности компьютерных программ средствами математической логики.

Центральное место в логике Хоара занимают тройки Хоара вида
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где P и Q ( это утверждения и h ( это команда, причем P ( это предусловие, а Q ( это постусловие. Утверждения суть формулы логики предикатов.

Логика Хоара, разработанная в названной статье, включает аксиомы, правила вывода для всех типов конструкций простого императивного языка программирования. Позднее Хоар и другие ученые разработали правила для других конструкций в языках программирования (параллельных вычислений, процедур, переходов и указателей). Рассмотрим аксиому присваивания, а также некоторые правила логики Хоара.
Вопросы для самопроверки по теме 6.1

1. Охарактеризуйте жизненный цикл программного обеспечения.

2. Что определяет сложность программного продукта как объекта проектирования?
3. На чем основан распространенный подход к обеспечению надежности программного обеспечения?
4. Какую роль играет логика в формулировании спецификации программы?
5. Что такое логика Хоара? Тройка Хоара?
6. Как определяется программная функция?
6.2. Аксиома присваивания и правило композиции

Аксиома присваивания утверждает, что после присваивания любой предикат для переменной, который был истинным до этого, выполняется для правой части присваивания:
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где 
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 ( выражение P, в котором все свободные вхождения переменной  x  заменены выражением E.

Смысл аксиомы присваивания в том, что значение истинности 
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 равносильно значению истинности {P} после выполнения присваивания. Таким образом, если 
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 было истинным до выполнения присваивания, в соответствии с аксиомой присваивания {P} будет истинным после присваивания. Аналогично, если 
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 было ложным до выполнения присваивания, {P} будет ложным после присваивания.
Правило композиции Хоара, применимое к последовательно выполняемым программам g и h, причем выполнение g предшествует h , что записывается как g; h:
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Например, рассмотрим два примера применения аксиомы присваивания:
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По правилу композиции для последовательно выполняемых операторов получаем: 
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Пример 6.1. Задана программа в виде последовательности операторов присваивания на алгоритмическом языке PASCAL:
[image: image123.wmf]
Требуется определить функцию, реализуемую этой программой.

Рассмотрим поле данных (x,y,z), которое используется в данной программе. Начальное значение поля данных (x0,y0,z0). Процесс прослеживания состояния поля данных после выполнения каждого оператора называется трассировкой.  Действие каждого оператора присваивания, с учетом их последовательности, представим в виде соответствующей тройки Хоара:
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Таким образом, последовательность трех операторов реализует программную функцию 
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Вопросы для самопроверки по теме 6.2
1. Что утверждает аксиома присваивания в логике Хоара?
2. Как применяется правило композиции Хоара для верификации последовательных программ?
3. Что характеризует поле данных программы?
6.3. Верификация программ с ветвлениями и циклами
Для верификации программ с ветвлениями используется условное правило Хоара:

[image: image128.wmf]}

{

endif

else

then

if

}

{

}

{

}

{

},

{

}

{

Q

h

g

B

P

Q

h

P

B

Q

g

P

B

Ù

Ø

Ù

.
Для программы с ветвлениями все возможные пути выполнения определяются так называемым деревом выполнения (E-деревом) [9].

Пример 6.2. Рассмотрим блок-схему программы на рис.6.2.
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Эта программа имеет дерево выполнения, представленное на рис.6.3. Условия ветвления выражаются предикатами S, Q, R. Программная функция программы с ветвлениями без циклов определяется как объединение композиций программных функций, которые получаются непосредственно из E-дерева. Необходимое и достаточное условие выполнения конкретной ветви определяется композицией каждого предиката с предшествующей функцией пути.

В рассматриваемом примере имеется пять путей выполнения, пронумерованных как показано на рис. 6.3. Выпишем программную функцию каждого пути:

1. {(X,Y): S(X) & Q(d(X)) & Y=g(d(X))}.

2. {(X,Y): S(X) & ( Q(d(X)) & R(h(d(X))) & Y=g(h(d(X)))}.

3. {(X,Y): S(X) & ( Q(d(X)) & ( r(h(d(X))) & Y=h(d(X))}.

4. {(X,Y): ( S(X) & R(h(X)) & Y=g(h(X))}.

5. {(X,Y): ( S(X) & ( R(h(X)) & Y=h(X)}.

[image: image291.wmf]T


Результирующая программная функция может быть определена как условное правило:

f =
{(X,Y) ( S(X) & Q(f(X)) ( Y=g(d(X));

S(X) & ( (Q( d(X) )& R(h(d(X)))( Y=g(h( d(X)));

S(X) & ( (Q(d(X))) & ( (R(h(d(X)))) ( Y=h(d(X));

( S(X) & R(h(X))( Y=g(h(X));

( S(X) &( (R(h(X))) ( Y=h(X)}.

Для верификации циклических структур используется while-правило:     
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где P ( это инвариант цикла; 
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 ( условие выполнения тела цикла; 
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 ( тело цикла.
Вопросы для самопроверки по теме 6.3
1. В чем заключается условное правило Хоара?
2. Что такое дерево выполнения?
3. Каким образом используется while-правило для верификации циклических структур? Что такое инвариант цикла?
7. ЭФФЕКТИВНОСТЬ АЛГОРИТМОВ

Сложность вычислений и эффективность алгоритмов составляют одну из важнейших проблем современной теории вычислительных систем. В области теории и практики программирования выработано много различных подходов к проблеме сложности вычислений. Задача настоящего раздела –ознакомление студента с основами современных точных методов оценки сложности задач и эффективности алгоритмов. Изучение таких методов полезно для развития интуитивных представлений об эффективном (с точки зрения стоимости) использовании вычислительных машин и для выработки практических навыков оценки потребности в вычислительных ресурсах (таких, как память и время), необходимых при наиболее благоприятных условиях для вычисления функции данной сложности на универсальных вычислительных машинах.
Дополнительные сведения по тематике данного раздела студенты могут найти в [5, 6]. После завершения работы с теоретическим материалом следует ответить на вопросы для самопроверки по каждой теме и выполнить тестовые задания, приведенные в конце раздела.

7.1. Переборные задачи и сложность вычислений

Определение 7.1. Задача распознавания ( – это множество Zп всевозможных индивидуальных задач и подмножество Zп.да ( Zп задач с ответом “да”.

Определение 7.2. Задача распознавания ( называется переборной, если каждая индивидуальная задача z формулируется следующим образом: существует ли такой объект y, что выполняется свойство, выражаемое предикатом R(z,y)? При этом предполагается, что проверка истинности R(z,y) имеет полиномиальную сложность.

Например, задача 3-выполнимости к.н.ф.: дано множество дизъюнкций D={d1,d2,…,dm} на конечном множестве булевых переменных X={x0,x1,…,xn}, таких, что число (di( переменных каждой дизъюнкции равно 3. Требуется ответить на вопрос:  существует ли на X набор значений истинности, при котором выполняются все дизъюнкции из D?

Предполагается, что для представления исходных данных используется алфавит ( и некоторый естественный способ кодирования (, причем длина кода исходных данных задачи z равна l(z).

Введем обозначение (* для множества всевозможных цепочек символов (слов) в алфавите (. Любое подмножество множества (* цепочек называется языком над алфавитом (. Множество текстов задачи ( с ответом  из множества Zп.да при выбранном способе кодирования ( будем рассматривать как язык L((,().

Сложность вычислений на машине Тьюринга. Рассмотрим детерминированную машину Тьюринга (ДМТ) M, вычисляющую рекурсивную функцию fM: (*((*, где (* и (* ( множество всевозможных цепочек над алфавитами ( и ( соответственно. При начальной конфигурации q1(, где (((*, машина, если когда-либо остановится, завершит работу в конфигурации q0(, где (= fM(()((*. 

Определение 7.3. Число тактов работы для получения (=fM(() назовем временнóй сложностью машины M и обозначим через tM(().

Если значение fM(() не определено, то временная сложность tM(() также не определена. Активной зоной машины M при работе со входом ( называют множество всех ячеек ленты, участвующих в вычислении (=fM((). Длину активной зоны обозначим через sM(().

Теорема 7.1. Если ленточный алфавит машины M содержит k символов, а алфавит состояний головки содержит r символов, то для сложности вычислений справедливы оценки: 
[image: image132.wmf])

(

|

|

)

(

s

+

s

£

s

M

M

t

s

 и  
[image: image133.wmf])

(

2

)

(

)

(

s

s

£

s

M

s

M

M

k

rs

t

, где ((( - длина цепочки (. Доказательство приведено, например, в [5]. 

Рассмотрим частный случай – машину, вычисляющая характеристическую функцию множества LM((*: (M: (*({0,1}.

Определение 7.4. Множество LM={(((((*, ((()=1} называется языком, распознаваемым (принимаемым) машиной  M.
Временнáя сложность вычисления определяется выражением
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т. е. это функция 
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, где N ( множество натуральных чисел.
Вопросы для самопроверки по теме 7.1

1. Какие задачи являются задачами распознавания?
2. Дайте определение переборной задачи.

3. Что называется сложностью вычислений на машине Тьюринга?
4. Что языком, распознаваемым (принимаемым) машиной Тьюринга?
7.2. Классы задач P и NP

Определение 7.5. Детерминированная машина M называется полиномиальной, если существует полином p такой, что для всех n(N, TM  (p(n).

Определение 7.6. Класс P-языков определяется следующим образом:
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Задача распознавания ( при выбранном способе кодирования ( принадлежит классу P, если L((,()(P.

Недетерминированные вычисления. Определим недетерминированную машину Тьюринга (НДМТ) в виде суперпозиции машины Mу машины Mпр. 

Машина Mу для любой формулировки z(Z( задачи распознавания ( выдает следующий результат:

если z(ZП.да, то машина угадывает  значение y, удовлетворяющее R(z,y),   и записывает код y  на ленту рядом с z;

если z(ZП.да, машина Mу сообщает об этом.

Обратите внимание, что машина Mу не читает ленту, а только угадывает ответ и пишет его на ленту. Детерминированная машина Mпр по входу (z,y) проверяет истинность R(z,y). 

Недетерминированная машина Тьюринга решает задачу ( за полиномиальное время, если найдется такой полином p, что для любой задачи z(ZП.да машина Mу найдет такое значение y, что детерминированная машина Mпр по значению (z,y) проверит истинность R(z,y) за время p(l(z)). Это означает, что размер y ограничен полиномом от l(z).

Определение 7.7. Класс NP (  это все задачи распознавания, которые (при разумном кодировании)  могут быть решены недетерминированным алгоритмом (N -  non-deterministic)   за полиномиальное время (P).

Для распознавания свойства R(z,y)  можно сформировать пару задач.

· Прямая задача: верно ли, что для заданного z существует такое y, что выполняется R(z,y)?

· Обратная задача: верно ли, что для заданного z не существует такое y, что выполняется R(z,y)?

Если прямая задача принадлежит классу P, то и дополнительная задача принадлежит классу P. Если же прямая задача принадлежит классу NP, то не известно, принадлежит ли дополнительная задача классу NP.

Недетерминированная машина M принимает x, если, по крайней мере, одно вычисление для x является принимающим.

Язык, распознаваемый программой M: LM={x((*(M принимает x}. Время, за которое принимается x(LM, – это минимальное число   шагов по всем вычислениям при входе x.

Временнáя сложность программы НДМТ M – это функция TM: N(N   (N ( множество целых чисел):
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TM(n)=1, если нет ни одного входа длины m, принимаемого программой M.

НДМТ имеет полиномиальную временную сложность, если найдется такой полином p, что TM(n)(p(n) для всех n(1.

Формальное определение класса NP:
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Хотя недетерминированный алгоритм угадывает y, зависящий некоторым образом от z, угадывающий модуль Mу при этом полностью игнорирует  вход z.

Теорема 7.2. Если ((NP, то существует такой полином p, что ( может быть решена детерминированным алгоритмом с временной сложностью O(2p(n)).

Доказательство можно найти, например, в [6].

Вопросы для самопроверки по теме 7.2

1. Какая машина Тьюринга называется полиномиальной?
2. Как определяется класс P-языков?
3. Дайте определение недетерминированной машины Тьюринга.

4. Как определяется NP-класс задач распознавания?
5. Какую оценку временной сложности решения NP-класса задач распознавания дает современная теория?
7.3. Класс NP-полных задач

[image: image292.wmf]T
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Если P(NP, то между классом полиномиальных P и классом NP-полных задач NPC=NP\P (NPC=NP-complete) имеется существенное различие (см. рис. 7.1). Многолетняя мировая практика разработки алгоритмов показывает, что еще никому не удалось построить алгоритм с полиномиальной временнóй сложностью для некоторых классов задач. Цель теории NP-полных задач в доказательстве результатов вида: если P(NP, то (( NP\P.

Важную роль в теории NP-полных задач играет полиномиальная сводимость.

Определение 7.8. Язык L1((1* полиномиально сводится к языку L2((2*, если существует функция f: (1*((2*, удовлетворяющая двум условиям.

1. Существует ДМТ-программа, вычисляющая f с полиномиальной временной сложностью.

2. Для любого x((1*, x(L1 в том и только том случае, если f(x)(L2.

Будем говорить “L1 сводится к L2” (опуская слово “полиномиально”) и писать L1
[image: image139.wmf]µ

L2.

Утверждение 7.1. Если L1
[image: image140.wmf]µ

L2, то из L2(P следует, что L1(P.

Доказательство можно найти, например, в [6].

Если  (1 и (2 задачи распознавания, а (1 и (2 их схемы кодирования, то будем писать (1 
[image: image141.wmf]µ

 (2, если L1((1,(1) 
[image: image142.wmf]µ

 L2((2,(2).

Утверждение 7.2. Если L1
[image: image143.wmf]µ

L2 и L2
[image: image144.wmf]µ

L3, то L1
[image: image145.wmf]µ

L3 (транзитивность). Доказательство можно найти, например, в [6].

Языки L1 и L2 полиномиально эквивалентны, если L1
[image: image146.wmf]µ

L2 и L2
[image: image147.wmf]µ

L1. Язык L называется NP-полным (L(NPC), если L(NP и любой другой L((NP сводится к L. Соотношение между P, NP и NPC по современным представлениям показано на рис. 7.1.

Утверждение 7.3. Если L1 и L2 (NP, L1(NPC и L1
[image: image148.wmf]µ

L2, то L2(NPC. Доказательство можно найти, например, в [6].

Теорема 7.2. Задача о выполнимости к.н.ф. есть NP-полная задача.

Доказательство [5] основано на описании работы машин Тьюринга с помощью к.н.ф. Рассматриваем произвольную переборную задачу Zп={z} распознавания свойства R(z,y). Пусть машина Тьюринга M проверяет истинность R(z,y) за время, ограниченное полиномом от суммы размерностей записи z и y на ленте, т.е. l(z) + l(y). Длина l(y) не превосходит некоторого полинома от l(z), поэтому время распознавания свойства R(z,y) и требуемый размер активной зоны ограничены некоторым полиномом  P(l(z)).

Пусть   n= l(z),  T=P(n),  ячейки  ленты занумерованы числами …,-2,-1,0,1,2,… , а исходные данные z размещены в ячейках 1,…,n. В этом случае вычисление R(z,y) для любого y происходит в зоне ячеек –T,…,T за время, не превышающее T тактов.

Машина начинает работу в конфигурации q1z*y и завершает ее в конфигурации q01, если свойство R(z,y) выполнено, и в конфигурации q00 в противном случае. Для удобства изложения модифицируем машину M так, чтобы при попадании в состояние q0 она работала вечно: тогда в момент T машина будет в состоянии q0.

Доказательство основано на том, что работы машины Тьюринга, вычисляющей R(z,y), может быть описана с помощью формулы, имеющей вид к.н.ф.

(=B&C&D&E&F&G,

которая выполняется только тогда, когда R(z,y)=1, причем

B,C,D – условия того, что ДМТ работает правильно;

E -  условие того, что начальная конфигурация есть q1z*y;

F - условия того, что ДМТ работает в соответствии с программой;

G - условие того, что заключительная конфигурация есть q01.

Определение 7.8. NP-полная задача П называется универсальной, если к ней полиномиально сводится любая NP-полная задача. Выше была доказана принадлежность задачи выполнимости к.н.ф. к классу NP-полных задач.

Приведем другие примеры NP-полных задач: о полном подграфе; о вершинном покрытии; о сложности д. н. ф. частичной булевой функции; о трехмерном сочетании.

Задача о полном подграфе. Граф называется полным, если любые две его вершины соединены ребром. По заданному неориентированному графу G и числу k требуется определить, имеется ли в G полный подграф с k вершинами.

Задача о вершинном покрытии. Некоторое подмножество V(, содержащее k=(V(( вершин, образует вершинное покрытие мощности k графа G, если для любого ребра найдется инцидентная ему вершина в подмножестве V(. 

По заданному графу G и числу k требуется определить, имеет ли G вершинное покрытие мощности k.

Задача о сложности д.н.ф. частичной булевой функции. По частичной булевой функции f и числу k необходимо установить, возможно ли построить д.н.ф. для f, содержащую не более k букв.

Трехмерное сочетание. Дано множество M(W(X(Y, где W,X,Y –  непересекающиеся множества, содержащие одинаковое число элементов q. Необходимо установить, что M содержит трехмерное сочетание, т.е. подмножество M((M такое, что(M((=q и никакие два разных элемента M( не имеют ни одной равной координаты.

Например, W={a,b,c}, X={d,e,f}, Y={j,h,i} и M = {(a,d,i), (a,e,i), (a,f,j), (b,e,i), (b,f,j), (c,e,h), (c,d,i)}. Данный пример задачи о трехмерном сочетании имеет положительное решение:
M( ={(a,d,i), (b,f,j), (c,e,h)}(M.

Пусть П1 – задача о выполнимости к.н.ф. Тогда, чтобы доказать, что задача Пq является NP-полной, достаточно доказать, что

П1 
[image: image149.wmf]µ

 П2 
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… 
[image: image151.wmf]µ

 Пq.

Например, в [5] показано, что задача выполнимости к.н.ф сводится к задаче о полном подграфе, которая в свою очередь сводится к задаче о вершинном покрытии, а последняя ( к задаче о сложности д.н.ф. частичной булевой функции.

Вопросы для самопроверки по теме 7.3

1. Что понимает современная теория под классом NP-полных задач распознавания?
2. Дайте пример NP-полной задачи распознавания.

3. Охарактеризуйте современные представления о задачах распознавания полиномиальной и экспоненциальной сложности.
4. Как определяется полиномиальная сводимость языков (т. е. задач распознавания)?
5. Какие языки (задачи распознания) называются полиномиально эквивалентными?
6. Как может быть доказана NP-полнота задачи распознавания.

7. Дайте определение универсальной задачи распознавания.

8. Приведите примеры NP-полных задач распознавания.

1.4. Труднорешаемые задачи
Определение 7.9. Задача ( называется NP-трудной, если ( ( произвольная задача (т.е. не обязательно, что ((NP) распознавания свойств, к которой сводится некоторая NP-полная задача. К NP-трудным могут относиться не только задачи распознавания свойств, но и другие переборные задачи.

Точное решение NP-трудной (так же как и NP-полной) задачи в общем случае может быть получено только за экспоненциальное время. Следовательно, решать ее переборным алгоритмом неэффективно при большом количестве вариантов перебора. Одним из подходов к решению NP-трудных задач является сокращение перебора по схеме ветвей и границ. Эта схема перебора позволяет опознать бесперспективные частичные решения, в результате чего от дерева поиска на одном шаге отсекается целая ветвь. Однако в общем случае схема ветвей и границ не выводит рассматриваемые задачи из класса NP-трудных.

Приведем примеры NP-трудных задач: задача коммивояжера и задача построения сингулярной скобочной формы.

Задача коммивояжера. Эта задача, поставленная еще в 1934 г., является одной из самых важнейших задач в теории графов. В области оптимизации дискретных задач задача коммивояжера служит своеобразным полигоном, на котором испытываются все новые методы.

Постановка задачи. Коммивояжер (бродячий торговец) должен выйти из первого города, посетить по разу в неизвестном порядке города 2, 3, …, n и вернуться в первый город. Расстояния между всеми городами известны. В каком порядке следует обходить города, чтобы замкнутый путь коммивояжера был кратчайшим? В терминах теории графов: найти гамильтонов цикл в графе минимальной длины.
Вопросы для самопроверки по теме 7.4

1. Дайте определение NP-трудных задач.

2. Приведите пример NP-трудной задачи.

Заключение

Перспективы развития математической логики и теории алгоритмов тесно связаны с распространением информационных технологий и производств для выпуска информационно-емкой продукции. Это прежде всего развитие методов математической логики для решения задач спецификации и верификации программно-аппаратных средств, создания систем искусственного интеллекта и Семантической Web (англ. Semantic Web ( Семантическая паутина).

В настоящее время развиваются два основных направления в программировании: императивное и декларативное. Императивное программирование ( это подход к программированию, который, в отличие от декларативного программирования, включающего функциональное и логическое, описывает процесс вычисления в виде команд (инструкций), изменяющих состояние поля памяти программы. 

Концепция Семантической Web ( это часть глобальной концепции развития сети Интернет, целью которой является реализация возможности машинной обработки информации, доступной во Всемирной паутине. Основной акцент концепции делается на работе с метаданными, однозначно характеризующими свойства и содержание ресурсов Всемирной паутины. Ресурсы предназначены для восприятия человеком, тогда как метаданные используются машинами (интеллектуальными агентами) для проведения однозначных логических заключений о свойствах этих ресурсов. Для внедрения концепции предполагается создание сети документов, содержащих метаданные о ресурсах Всемирной паутины и существующей параллельно с ними. 

3.3. Учебное пособие
В качестве учебного пособия рекомендуется использовать работы [1]  и [3] основного списка.
3.4. Глоссарий 
(краткий словарь основных терминов и положений)

	А

	Адекватная интерпретация
	Интерпретация называется адекватной, если она правильная и каждому истинному утверждению содержательной теории ставится в соответствие теорема формальной теории.

	Аксиоматическая теория
	Аксиоматический (дедуктивный) подход ( это подход от общего к частному. Аксиоматическая теория строго задана, если строго сформулирован (задан) язык теории, ее аксиомы и правила вывода.

	Алгоритм
	Точное предписание, определяющее дискретный детерминированный процесс переработки исходных данных, заданных в конкретном алфавите и принимающих значения из некоторого множества, в требуемый результат.

	Алгоритмически неразрешимая задача
	Доказанная невозможность общего алгоритма, решающего любую задачу рассматриваемого класса.

	Алгоритмическая разрешимость
	Возможность существования алгоритма для ряда важных задач.

	Алфавит состояний машины Тьюринга
	Конечное множество 
[image: image152.wmf]Q

. В одном из его внутренних состояний, может находиться управляющая головка машины Тьюринга.

	Атом (атомарная формула)
	Это выражение вида 
[image: image153.wmf](
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-местный предикатный символ, 
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	Б

	Булева алгебра
	ограниченная и дистрибутивная структура, в которой для каждого элемента существует дополнение. Ограниченная структура имеет ноль и единицу.

	В

	Временнáя сложность машины Тьюринга
	Число тактов работы машины Тьюринга до ее останова.

	Выполнимость
	Задача выполнимости может быть сформулирована либо как утверждение, истинность которого нужно проверить, либо как предикат (утверждение, включающее свободные переменные), для которого нужно найти значения свободных переменных, дающие получающемуся из предиката утверждению значение "истина".

	Выполнимый предикат
	Предикат, для которого существует, по крайней мере, одна система его 
[image: image158.wmf]n

 аргументов, для которой значение предиката есть "истина".

	Высказывание
	Повествовательное предложение, утверждающее что-то о чем-либо, причем высказывание может быть истинным либо ложным.

	Д

	Детерминированная машина Тьюринга
	Порождает дискретный детерминированный процесс переработки исходных данных в некоторый результат.

	Детерминированное вычисление 
	Вычисление, при котором на каждом шаге по набору исходных данных однозначно определяются выходные данные, которые не зависят от  случайных факторов.

	Дизъюнкция высказываний
	Дизъюнкцией высказываний A и B называется новое высказывание, которое обозначается A \/ B (читается: "A или B"). Истинное в тех случаях, когда истинно хотя бы одно из исходных высказываний.

	Дизъюнкция предикатов
	Дизъюнкцией предикатов А и В называется 
[image: image159.wmf]n

-местный предикат D=А&В, множество истинности которого есть объединение множеств истинности А и В.

	Доказательство
	Конечная последовательность формул 
[image: image160.wmf]n
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, такая, что каждая 
[image: image161.wmf]i
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 есть либо аксиома, либо получена из предыдущих формул по одному из правил вывода.

	Дополнение
	Дополнением подмножества 
[image: image162.wmf]L

 множества 
[image: image163.wmf]M

 называется подмножество 
[image: image164.wmf]L

 содержащее все элементы 
[image: image165.wmf]M

, не принадлежащие 
[image: image166.wmf]L

.

	З

	Заключительная конфигурация машины Тьюринга
	Конфигурация машины Тьюринга называется заключительной, если головка машины Тьюринга находится в состоянии останова 
[image: image167.wmf]0
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	Задача распознавания (
	это множество 
[image: image168.wmf]П

Z

 всевозможных индивидуальных задач и подмножество 
[image: image169.wmf]П
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задач с ответом “да”.

	И

	Идемпотентность
	Объединение (пересечение) множества H с множеством H дает множество H.

	Импликация высказываний
	Импликацией двух высказываний A и B называется новое высказывание, которое обозначается A(B (варианты чтения: "Если A, то B"; "A только тогда, когда B"; "То, что A, есть достаточное условие того, что B"; "Чтобы A, необходимо, чтобы B"). Импликация ложна только в том случае, когда A истинно, а B  ложно.

	Интерпретация
	(лат. interpretatio) построение моделей для абстрактных систем (исчислений) логики и математики.

	Интерпретация формальной теории в содержательную
	Соответствие теорем формальной теории истинным утверждениям содержательной теории

	Интерпретация формулы исчисления предикатов
	Интерпретацией формулы исчисления предикатов называется конкретизация множеств, из которых принимают значения предметные переменные и конкретизация отношений и соответствующих множеств истинности для каждой предикатной буквы.

	Исчисление высказывания
	Это формальная теория, в которой осуществляется попытка формализации понятий логического закона и логического следования.

	Исчисление предикатов
	Формальная теория для логики предикатов. Строится на основе исчисления высказываний

	К

	Квантор всеобщности
	Символ 
[image: image170.wmf]x
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 называется квантором всеобщности по переменной 
[image: image171.wmf]x

, его читают: "для всех 
[image: image172.wmf]x

" или "для каждого 
[image: image173.wmf]x

" или "для любого 
[image: image174.wmf]x

". Высказывание 
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 считается истинным, если предикат 
[image: image176.wmf](
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 тождественно истинный, и ложным - в противном случае.

	Квантор существования
	Символ 
[image: image177.wmf]$

 называют квантором существования, а выражение 
[image: image178.wmf]x

$

, в котором этот квантор предшествует переменной 
[image: image179.wmf]x

, читают: "существует 
[image: image180.wmf]x

 такой, что ..." или "для некоторого 
[image: image181.wmf]x

, ...". Высказывание 
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 считается истинным, если предикат 
[image: image183.wmf](
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 выполнимый, и ложным - в противном случае.

	Класс NP задач
	Все задачи распознавания, которые могут быть решены недетерминированным алгоритмом  за полиномиальное время, а детерминированным алгоритмом ( за время, ограниченное экспоненциальной функцией от размерности задачи.

	Класс P задач
	Множество индивидуальных задач распознавания, которое при некотором естественном способе кодирования можно представить как P-язык

	Класс P-языков
	Существует полиномиальная машина Тьюринга, распознающая цепочки языка

	Клауза
	(от англ. clause – предложение) общего вида записывается следующим образом: 
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	Клаузальная логика
	Форма стандартной (классической) логики, которая отличается от нее системой обозначений.

	Конфигурация машины Тьюринга
	Конфигурацией машины Тьюринга 
[image: image185.wmf]t
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 в момент 
[image: image186.wmf]t

 является содержимое ее ленты, состояние головки 
[image: image187.wmf]Q
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 и обозреваемый ею символ 
[image: image188.wmf]a

.

	Конъюнкция высказываний
	Конъюнкцией двух высказываний A и B называется новое высказывание, которое обозначается A&B (читается "A и B") и истинное только в тех случаях, когда истинны A и B 

	Конъюнкция предикатов
	Конъюнкцией предикатов А и В называется новый n-местный предикат С=А&В, множество истинности, которого есть пересечение множеств истинности А и В.

	Л

	Ленточный алфавит
	Множество символов, которые записываются в ячейки ленты машины Тьюринга.

	Логическое программирование
	Позволяет решать задачи из области искусственного интеллекта без применения традиционной алгоритмизации. Логическое программирование целесообразно использовать в тех случаях, когда требуется анализ данных и возможны различные варианты решения, а сам ход решения не очень ясен для программиста, или же желательно избежать детального описания действий, которые и так понятны на интуитивном уровне.

	Логическое следование
	Обозначается 
[image: image189.wmf]2
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 и означает, что из истинности формулы 
[image: image190.wmf]1

Ф

 следует истинность формулы 
[image: image191.wmf]2
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. Если формула 
[image: image192.wmf]1
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 ложна, то относительно истинности 
[image: image193.wmf]2
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 ничего сказать нельзя.

	М

	Машина Тьюринга 
	Модель алгоритма, называемая машиной Тьюринга, которая состоит из бесконечной ленты (БЛ), разделенной на ячейки, и управляющей головки (УГ), причем УГ перемещается по ленте и способна считывать символ в ячейке, против которой она находится, а также замещать обозреваемый символ новым.

	Метод резолюций
	Основан на использовании правил резолюции.

	Модальная логика
	Модальная логика изучает структуру и законы построения рассуждений, содержащих так называемые “модальности”, выражаемые в естественном языке словами “необходимо”, “возможно”, “мочь” и т.д.

	Н

	Недетерминированное вычисление
	Идеальная модель вычисления, в которой для решения переборных задач любое число параллельных ветвей алгоритма может выполняться одновременно. Такая модель имитирует распараллеливание исполнения программы на многопроцессорной вычислительной машине с неограниченным количеством процессоров. 

	Недетерминированная машина Тьюринга 
	Композиция двух машин, одна из которых угадывает ответ, а другая ( проверяет его правильность за время, ограниченное полиномом.

	Нечеткая логика
	Логика, в которой допускаются промежуточные значения истинности высказываний, заключенные между традиционными "истина" и "ложь".

	Нечеткое множество
	Множество, для которого характеристическая функция 
[image: image194.wmf](
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 может принимать любые значения из интервала [0,1].

	О

	Объединение
	Объединением 
[image: image195.wmf]1
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[image: image197.wmf]2

M

 подмножеств 
[image: image198.wmf]1
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 и 
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 множества 
[image: image200.wmf]M

 называется совокупность 
[image: image201.wmf]L

 всех элементов 
[image: image202.wmf]M

, принадлежащих первому или второму подмножеству.

	Общезначимая формула исчисления предикатов
	Формула исчисления предикатов называется общезначимой, если она тождественно истина при любой интерпретации.

	Общерекурсивная (ОР) функция
	ЧР-функция называется общерекурсивной (ОР), если она всюду определена.

	Оператор минимизации
	Оператор 
[image: image203.wmf](
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, вычисляющий минимальное значение 
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, при котором выполняется равенство 
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	Оператор примитивной рекурсии 
	Определяет 
[image: image206.wmf](
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 следующим образом:
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	Отрицание высказывания
	Отрицание высказывания A образуется с помощью операции отрицания. Обозначается (A или (A (читается: "неверно, что A" или короче: "не A").

	Отрицание предиката
	Отрицанием предиката А называется новый 
[image: image216.wmf]n

-местный предикат 
[image: image217.wmf]А

, множество истинности которого является дополнением множества истинности предиката А.

	П

	Переборная задача распознавания (
	Формулируется как задача о существовании объекта, для которого выполняется заданное свойство, наличие которого проверяет полиномиальная машина Тьюринга.

	Пересечение
	Пересечением 
[image: image218.wmf]1
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[image: image219.wmf]Ç

 
[image: image220.wmf]2

M

 подмножеств 
[image: image221.wmf]1
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 и 
[image: image222.wmf]2

M

 множества 
[image: image223.wmf]M

 называется совокупность 
[image: image224.wmf]L

 всех элементов 
[image: image225.wmf]M

, принадлежащих одновременно 
[image: image226.wmf]1

M

 и 
[image: image227.wmf]2
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	Полиномиальная машина Тьюринга
	Детерминированная машина Тьюринга, которая распознает любую правильную цепочку языка за время, ограниченное некоторым полиномом.

	Полиномиальная сводимость языков и задач распознавания
	Существование программы детерминированной машины, отображающей цепочки одного языка в цепочки другого.

	Полиномиальная сложность
	Временнáя сложность задачи, ограниченная сверху некоторым полиномом 
[image: image228.wmf]p

 (быть может, очень большой, но конечной степени n)

	Полнота аксиоматической теории 
	Аксиоматическая теория полна, если присоединение к ее аксиомам формулы, не являющейся теоремой, делает теорию противоречивой.

	Правило резолюции
	Правило вывода в исчислении высказываний и исчислении предикатов. Например, правило вывода, которое позволяет из двух предложений 
[image: image229.wmf]B
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 и 
[image: image230.wmf]C
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 вывести третье 
[image: image231.wmf]C
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	Правильная интерпретация
	Интерпретация называется правильной, если каждой теореме формальной теории ставится в соответствие истинное утверждение содержательной теории.

	Предикат
	Повествовательное предложение, содержащее предметные (индивидные переменные), замена которых на константные значения превращает рассматриваемое предложение в высказывание – истинное или ложное. 

	Прикладная теория алгоритмов
	Базируется на выводах теории алгоритмов об алгоритмической разрешимости тех или иных проблем, но занимается, главным образом, разработкой наиболее эффективных с точки зрения практики алгоритмов, способов их описания, преобразования и реализации на современных ЭВМ.

	Примитивно-рекурсивная функция (ПР-функция)
	Это одна из простейших функций: следования, константы нуля, тождества, либо функция, которая может быть получена из простейших функций с помощью применения конечного числа операторов подстановки и примитивной рекурсии.

	Пропозициональная логика
	Логика высказываний.

	Противоречивая теория
	Могут быть доказаны как 
[image: image232.wmf]Ф

, так и "не 
[image: image233.wmf]Ф

".

	Р

	Равносильность
	Два сложных высказывания являются равносильными, если они имеют одинаковые таблицы истинности. Две формулы логики высказываний 
[image: image234.wmf](
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 являются равносильными, если они принимают одинаковое значение для любых значений 
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	Разрешимость аксиоматической теории
	Аксиоматическая теория разрешима, если для любой правильно построенной формулы (ППФ) 
[image: image237.wmf]Ф

 существует процедура (алгоритм), которая за конечное число шагов позволяет определить, является ли 
[image: image238.wmf]Ф

 теоремой теории

	Рекурсия
	Способ определения функций, являющийся одним из основных объектов изучения в теории алгоритмов.

	С

	Свободное вхождение
	Вхождение некоторой переменной 
[image: image239.wmf]y

 в формулу 
[image: image240.wmf]Z

 является свободным (или несвязанным), если оно не принадлежит ни одной подформуле 
[image: image241.wmf]Z

, имеющей вид 
[image: image242.wmf]X

y

"

 или 
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	Свободная предметная переменная
	Предметная переменная, которая не входит в область действия квантора по этой переменной.

	Связанная предметная переменная
	Предметная переменная, которая входит в область действия квантора по этой переменной.

	Словарная функция 
[image: image244.wmf](
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	Вычисляется машиной Тьюринга, причем слово 
[image: image245.wmf](

)

X

f

 есть значение этой функции для аргумента 
[image: image246.wmf]X

. Числовые функции – это частный случай словарных, поскольку конкретный вид символов, которыми оперирует машина, несуществен, также как и тип данных: цифровых, алфавитно-цифровых и т.д.

	Составные высказывания
	Составные высказывания образуются из простых высказываний с помощью связок естественного языка: НЕ, И, ИЛИ, ЕСЛИ-ТО, ТОГДА-И-ТОЛЬКО-ТОГДА.

	Структура
	Тройка 
[image: image247.wmf]È
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 и 
[image: image249.wmf]È

 ( идемпотентные, коммутативные и ассоциативные операции над множеством 
[image: image250.wmf]H

, для которых выполняются законы поглощения.

	Т

	Тавтология 
	Логически истинная формула (высказывание); логический закон.

	Темпоральная логика
	Логика, которая используется для описания временных отношений между объектами (событиями) предметной области.

	Теорема
	Формула теории 
[image: image251.wmf]Ф

, для которой существует доказательство 
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Ф

Ф

,

,

1

K

, где 
[image: image253.wmf]Ф

Ф

n

=

.

	Терм
	Предметная переменная, константа или n-местный функциональный символ 
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	Тестирование
	Распространённый подход к обеспечению надёжности проектируемого программного обеспечения.

	Тождественно истинный предикат
	Предикат, значение которого есть "истина" для любых аргументов.

	Тождественно ложный предикат
	Предикат, значение которого есть "ложь". для любых аргументов.

	Точечное событие
	Событие, которое существует только в один единственный момент времени 
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	Труднорешаемая задача
	Задача, для решения которой не существует полиномиального алгоритма.

	У

	Универсальная NP-полная задача распознавания П 
	NP-полная задача П называется универсальной, если к ней полиномиально сводится любая NP-полная задача. Примером такой задачи является задача выполнимости к.н.ф. к классу NP-полных задач.

	Универсальное высказывание
	Универсальным высказыванием, соответствующим предикату 
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, называется высказывание: "каждый элемент множества M удовлетворяет предикату 
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", обозначаемое с помощью квантора всеобщности: 
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	Универсальное множество
	Множество, для которого характеристическая функция 
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 при любом 
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 принимает значение 1.
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	Формальная теория
	Множество правильно построенных формул (ППФ), аксиом и правил вывода.

	Формула исчисления предикатов
	а) предикатные буквы со следующими в скобках предметными переменными;

б) выражения ((Ф), 
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 – некоторые формулы; 
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 – некоторая индивидная переменная.

	Убрать
	

	Х   - Клаузу Хорна перенести на букву К

	Клауза Хорна
	Частный случай клаузы, имеющей вид 
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	Частично-рекурсивная функция (ЧР-функция)
	Функция называется частично-рекурсивной (ЧР), если она может быть получена из простейших функций: следования 
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, константы нуля
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 и тождества 
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 с помощью применения конечного числа операторов подстановки, примитивной рекурсии и минимизации.

	Чёткое множество
	Множество, для которого характеристическая функция 
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 принимает только одно из двух значений: 0 или 1.

	Э

	Эквивалентность высказываний
	Эквивалентностью двух высказываний A и B называется новое высказывание, которое обозначается A(B ( читается: "A эквивалентно B", "A, тогда и только тогда, когда B"; "A, если и только если B", "Чтобы A, необходимо и достаточно, чтобы B"; "То, что A, есть необходимое и достаточное условие для того, чтобы B").

	Экзистенциональное высказывание
	Высказывание вида "существует элемент множества 
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, удовлетворяющий предикату 
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 выполнимый, и ложным - в противном случае.


4. Блок контроля освоения дисциплины
4.1. Задания на контрольные работы и
методические указания к их выполнению

По дисциплине “Математическая логика и теория алгоритмов” студенты выполняют две контрольных работы. Контрольная работа 1 содержит задания 1, 2 и 3, а контрольная работа 2 – задания  4, 5 и 6  (на рис. 4.1 номера заданий указаны латинскими цифрами).

В тексте задания используются следующие обозначения логических связок: “->” для импликации,  “~” для эквивалентности, “\/” для дизъюнкции и знак минус “-“ для отрицания. Для обозначения кванторов всеобщности и существования используются символы “A” и “E”, соответственно.

4.1.1.  Методические указания к выполнению контрольной работы № 1

Контрольная работа №1 состоит из трех заданий: 1, 2 и 3.
Задание 1 включает 12 задач на упрощение формул исчисления высказываний, в которых требуется получить формулу, равносильную исходной, но содержащую, по возможности, меньшее число пропозициональных букв и символов логических операций.

Например, задана формула, которую необходимо упростить:

   (X1 ( X2 ( X3) & (X1 ( ( X2 ( X3) & (X1 ( (X3) & ((X2 ( X3 ( X4) &
   & ((X1 ( (X2 ( ( X3) &  ((X1 ( X3 ( ( X4) & ((X1 ( X2).
В исходной или промежуточной формуле отмечаем подформулы, к которым применяется преобразование, номером равносильности, который используется для упрощения формулы. Для этого студент должен выписать те равносильности, которые он использует, перенумеровать их и ссылаться на эту нумерацию при их использовании в контрольной работе.

Применим   к   первым   двум  подформулам   (X1 ( X2 ( X3)  и 
(X1 ((X2 (X3)  равносильность 

 (P1 ( P2) & (P1 ((P2) (P1,




(4.1)

считая P1 = X1 ( X3 и P2 = X2, тогда их можно заменить одной подформулой (X1 ( X3), что дает более простую формулу, равносильную исходной:

(X1 ( X3) & (X1 ((X3) & ((X2 ( X3 ( X4) &

((X1 ( ( X2 ( ( X3) & ((X1 ( X3 ( ( X4) & ((X1 ( X2).

К подформулам (X1 ( X3) и (X1 ( (X3) снова применим равносильность (1) и получаем еще более простую формулу, равносильную исходной:

X1 & ((X2 ( X3 ( X4) & ((X1 ( (X2 ( ( X3) &  ((X1 ( X3 ((X4) & 

((X1 ( X2) и т.д.

Используем далее равносильности

P1&((P1 ( P2) ( P1& P2,




(4.2)

P&(P  ( 0,







(4.3)

P& 0  ( 0.







(4.4)

Для рассматриваемой формулы запись всех упрощений может иметь, например, следующий вид:

(X1 ( X2 ( X3)1 & (X1 ( (X2 ( X3)1 & (X1 ( (X3) & ((X2 ( X3 ( X4) &  ((X1  

( (X2 ( (X3) & ((X1 ( X3 ( (X4) & ((X1 ( X2) =

(X1 ( X3)1 & (X1 ( (X3)1 & ((X2 ( X3 ( X4) & ((X1 ( (X2 ( (X3) & 

((X1 ( X3 ( (X4) & ((X1 ( X2) =

X12 & ((X2 ( X3 ( X4) & ((X1 ( (X2 ( (X3)2 & ((X1 ( X3 ( (X4)2 & 

((X1 ( X2)2 =

X1 & ((X2 ( X3 ( X4)2 & ((X2 ( (X3)2 & (X3 ( ( X4) & X22 =

X1 & (X3 ( X4)2 & ((X3)2 & (X3 ( (X4)2 & X2 =

X1 & X43 & (X3 & (X43 & X2 = (X1 & 0 & (X3 & X2)4 = 0.

Если в формуле используются операции импликации и эквивалентности, то, как правило, их следует преобразовать с помощью соответствующих равносильностей. Например:

((X1 ( X2)5 ( (X1 ( X4))5 ( (X1 ( (X2 ( X3))5 =

((X16 ( X2 ((X16 ( X4) ( ((X1 ( X2 ( X3) =

(((X1 ( X2 ( X4) (((X1 ( X2 ( X3))5 =

((((X1 ( X2 ( X4))7 ( (X1 ( X2 ( X3 =

 ( ( (X18 & ((X2 ( X4)7) ( (X1 ( X2 ( X3 =

 ((X1 & (X2 & (X4) ( (X1)2 ( X2 ( X3 =

 (( (X2 &( X4) ( (X1 ( X2)2 ( X3 =

(X1 ( X2 ( X3 ( (X4.

В этом примере использованы равносильности

P1 ( P2 ( (P1 ( P2





(4.5)

P ( P ( P







(4.6)
( (P1 ( P2) ( (P1&(P2





(4.7)

( (P ( P







(4.8)
Из этого примера видно, что некоторые правила можно применить независимо к отдельным формулам. 

В задании 2 необходимо выяснить, является ли одно составное высказывание логическим следствием другого. Возьмем высказывание: "Pавные треугольники подобны". Это высказывание можно записать символически Ф1 = A ( B, где A = "Треугольники равны", B = "Треугольники подобны".

Рассмотрим высказывание: Треугольники подобны только в случае их равенства", которое можно записать символически как Ф2 = B ( A, где A и B определены выше. Является ли Ф2 логическим следствием Ф1? Рассмотрим импликацию Ф3 = (A ( B) ( (B ( A) и, чтобы проверить, является ли она тавтологией, упростим эту формулу:

(A ( B)5 ( (B ( A)5 = (( ( A ( B) ( ( ( B ( A))5 =

((( ( A ( B))7 ( ( B ( A = ((( (A &( B) ( (B)9 ( A = (( B ( A)5 = B ( A.

Здесь использована равносильность

P1(((P1 & P2) ( P1.




(4.9)

Таким образом, Ф3 не является тавтологией и, следовательно, нельзя сказать, что Ф2 является логическим следствием Ф1.

В задании 3 даны универсальное   множество     M={a,b,c,d,e,f} и два его подмножества  L={b,c,d} и  K={d,e,f}, а также два предиката P(x) и Q(x), причем {x: P(x)}=L и {x: Q(x)}=K, т.е. L и K являются множествами истинности предикатов P(x) и Q(x),  соответственно.
Требуется найти множество истинности предика E(x) = P(x) ( (Q(x).

Для решения используем определение эквивалентности предикатов

{x( E(x)} = ((L ( K) ( (L ( (K) =  

({a,b,e,f} ( {d,e,f}) ( ({b,c,d} ( {a,b,c}) =

{e,f} ( {b,c} = {e,f,b,c}.

4.1.2. Методические указания к выполнению контрольной работы № 2

Контрольная работа №2 состоит из трех заданий: 4, 5 и 6.
В задании 4 необходимо установить, какие формулы являются общезначимыми, какие формулы являются противоречивыми,  т.е. являются отрицанием общезначимых, а для остальных формул  установить их логическое значение для заданной интерпретации.
Пусть задана формула (x ((P(x) ( (Q(x)) ( ((x ((P(x) & Q(x)). Можно попытаться установить общезначимость данной формулы (тем более что, для одноместных предикатов это алгоритмически разрешимая задача). Для этого левую часть заданной эквивалентности заменим равноcильной формулой 

(x (P(x) ( (Q(x)) на основе (5), а правую часть – формулой (x(((P(x) & Q(x)) на основе ((x T(x) ( (x (T(x). Далее, с учетом эквивалентности 

( (P1 & P2) ( (P1((P2

правая часть примет вид (x (P(x) ( (Q(x)), т.е. исходная формула преобразована к  виду (x (P(x) ( (Q(x)) ( (x (P(x) ( (Q(x)), где левая часть равна правой. Следовательно, заданная формула является  общезначимой  (в ответ записываем T в латинском регистре).

Пусть задана формула (x ((P(x) ( (Q(x)) ( (x ((P(x) & Q(x)). Левую   часть    этой     формулы     можно   преобразовать   к    виду  ((x ((P(x) & Q(x)). Таким образом,  левая часть равна отрицанию правой части  (в ответ записываем C в латинском регистре).

Пусть задана формула (x ((P(x) ( Q(x)) ( (x ((P(x) & Q(x)), причем интерпретация P(x) и Q(x) берется из задачи 3. Левую часть этой формулы можно преобразовать к виду ((x ((P(x) & (Q(x)). Таким образом, левая часть не равна правой части или ее отрицанию. Используем заданную интерпретацию для установления истинности левой и правой части. Левая часть ((x ((P(x) & (Q(x)) ложна, т.к. существует   x=a,   при   котором P(a)=0   и   Q(a)=0.   Правая   часть (x ((P(x) & Q(x)) истинна, т.к. существует x=e, при котором P(e)=0 и Q(e)=1. Таким образом, исследуемая формула сведена к виду 0 (1 и, следовательно, ложна при заданной интерпретации (в ответ записываем 0).

Задания 5  и 6 посвящены верификации программ, т.е. анализу действия программ над данными. В задании 5 рассматривается верификация простой линейной программы, а в задании 6 – программы с ветвлениями. Подробная методика решения приведена в учебном пособии [1, стр.29 – 35] и в разделе “Верификация алгоритмов и программ” опорного конспекта настоящего учебно-методического пособия.
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Рис. 5.1. Машина Тьюринга





Таблица 5.1. Программа прибавления единицы
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Рис. 5.2. Лента для проблемы останова
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Останов (если � EMBED Equation.3  ��� с лентой � EMBED Equation.3  ��� остановится)








Останов (если � EMBED Equation.3  ��� с лентой � EMBED Equation.3  ��� никогда не остановится)








Рис. 5.3. Диаграмма работы машины D
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Рис. 5.4. Диаграмма работы машины E
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Рис. 5.5. Диаграмма работы машины E*








Рис.6.1. Последовательность двух блоков
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Рис. 6.2. Блок-схема программы с ветвлениями





Рис. 6.3. Дерево выполнения программы с ветвлениями
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Рис. 7.1. Соотношение между P, NP и NPC








� Названа в честь английского математика Джорджа Буля (1815 — 1864)


� Можно добавить также  пару (Луна, Солнце), поскольку Луна, вращаясь вокруг Земли, совершает также сложное вращательное движение вокруг Солнца


� В честь ( русского математика Платона Сергеевича Порецкого (1846-1907) и американского ученого А. Блейка (A. Blake), жившего в ХХ веке.


� Формальная логика: учебное пособие / Под ред. И.Я.Чупахина, И.Н.Бродского. - Л.: Изд-во ЛГУ, 1977. – 360 с.





“Tempo” означает на латыни время.


( Дал У., Дейкстра Э., Хоор К. Структурное программирование. – М: Мир, 1975
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