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Задача 3
Для схемы, изображённой на рис. 1 а) с параметрами: R = 3.4 кОм, L = 4.1 мГн выполнить:

1. Определить следующие характеристики цепи:
- комплексную передаточную функцию по напряжению H(jω) (построить графики её АЧХ H(ω) и ФЧХ θ(ω)); по эквивале-нтным схемам цепи для ω = 0 и ω = ∞ определить значения H(0) и H(∞) и по этим значениям проверить правильность рас-чёта АЧХ;

 - переходную характеристику h(t), построить график.

2. Определить Sвх(jω) – комплексную спектральную плотность сигнала, представленного на рис. 1 б); рассчитать и постро-ить график амплитудного спектра Sвх(ω).

3. Определить Sвых(jω) – комплексную спектральную плотность сигнала на выходе цепи; рассчитать и построить график амплитудного спектра Sвых(ω).

4. Определить функцию мгновенного напряжения на выходе цепи u(t); построить график.                  

[image: image1]
1.1. Комплекс входного сопротивления цепи:
Zвх = R + 2*(jω*L) = 3.4 (кОм) + 2j*(ω (мкс-1) *L (мГн) ) (кОм) = 3.4 + jω*8.2  (1.1).

1.2. Комплекс выходного сопротивления цепи: Zвых = jω*L = (j*ω (мкс-1) *L (мГн) )  = jω*4.1 (кОм)  (1.2).
1.3  Комплексная передаточная функция по напряжению:

H(jω) = Umвых/Umвх = Zвых/Zвх = jω*L/(R + 2*(jω*L)) =  jω*4.1/(3.4 + jω*8.2)  (1.3.1).
Дальнейшие вычисления делаются с помощью пакета Microsoft Office Excel XP; для работы с комплексными величина-ми использованы встроенные функции Engineering: COMPLEX - ввод комплексного числа; IMABS - получение модуля комп-лексного числа; IMARGUMENT - получение аргумента (угла в радианах) комплексного числа; IMCONJUGATE – получение комплексного числа, сопряжённого данному; IMDIV - деление комплексных чисел; IMEXP - возведение основания натураль-ных логарифмов в комплексную степень; IMPRODUCT - умножение комплексных чисел; IMSUB - вычитание комплексных чисел; IMSUM - сложение комплексных чисел.
Для сокращения дальнейших выкладок переводим комплексы (1.1) и (1.2). в «показательную/(экспоненциальную)» форму:
ZвхE = IMABS(Zвх)*EXP(j*IMARGUMENT(Zвх))  (1.3.2);
ZвыхE = IMABS(Zвых)*EXP(j*IMARGUMENT(Zвых)) = ω*L*EXP(j90°) = ω (мкс-1) *4.1*EXP(j90°) (кОм)  (1.3.3).
Тогда: H(jω) = IMABS(Zвых)/IMABS(Zвх)*EXP(j(90° - IMARGUMENT(Zвх), или:
H(jω) = ω (мкс-1) *4.1/(IMABS(3.4 + jω*8.2)*EXP(j(90° - IMARGUMENT(3.4 + jω*8.2)  (1.3.4).
Соответственно АЧХ:
H(ω) = ω*4.1/(IMABS(3.4 + jω*8.2) = ω*4.1/√(3.42+ω2*8.22) = ω*4.1/√(11.56 + 67.24*ω2)  (1.3.5).
Из  (1.3.5) следует: H(0) =0. При подстановке в (1.3.5) значения ω = ∞ возникает неопределённость вида ∞/∞ . Для её раск-рытия делим числитель и знаменатель (1.3.5) на ω: H(ω) = 4.1/√(11.56/ω2 + 67.24) (1.3.5а). При ω = ∞ член 11.56/ω2 обращается в 0, и после извлечения корня и сокращения на 4.1: H(∞) = 0.5. Аналогично, ФЧХ:
θ(ω) = 90° - ATAN((ω*8.2)/3.4) (1.3.5б)  или θ(ω) = ATAN(3.4/(ω*8.2)) (1.3.5в); Из (1.3.5а) следует: θ(0) = 90°, а из (1.3.5в): θ(∞) = 0.            
Вычисленные точки АЧХ и ФЧХ приведены в таблице 1, а сами АЧХ и ФЧХ построены на рис. 2.    
Таблица 1.

	ω, мкс-1
	0
	0.01
	0.02
	0.05
	0.1
	0.2
	0.3
	0.4
	0.5
	0.6
	0.7
	0.8
	0.9
	1
	2
	3
	4
	5
	10
	50
	100

	H(ω)
	0
	0.012
	0.024
	0.06
	0.117
	0.217
	0.293
	0.347
	0.385
	0.411
	0.43
	0.444
	0.454
	0.462
	0.49
	0.495
	0.497
	0.498
	0.49957
	0.49998
	0.50000

	θ(ω), ° 
	90
	88.6
	87.2
	83.1
	76.4
	64.2
	54.1
	46.0
	39.7
	34.6
	30.6
	27.4
	24.7
	22.5
	11.7
	7.9
	5.9
	4.7
	2.374
	0.475
	0.238


[image: image2.emf]АЧХ и ФЧХ

0.000

0.050

0.100

0.150

0.200

0.250

0.300

0.350

0.400

0.450

0.500

0 1 2 3 4 5 6

1/мкс

Амплитуда

0.0

10.0

20.0

30.0

40.0

50.0

60.0

70.0

80.0

90.0

Градусы

АЧХ ФЧХ


Рис. 2.
1.4. Выражение для выходного напряжения, на основании (1.3.1):

Umвых = Umвх*(Zвых/Zвх) = Umвх*(jω*L/(R + 2*(jω*L)))  (1.4.1).
Путём замен: Umвх ÷ 1/p; jω ÷ p (1.4.1) переводится в операторную форму:

h(p) = (1/p)*(p*L/(R + 2*(p*L))) = p*L/(R + 2*p*L) = 0.5/(R/(2*L) + p)  (1.4.2).
От «изображения» (1.4.2) переходим к «оригиналу» (см. [1], гл.3): h(t) = 0.5*EXP(-(R/(2*L)*t))  (1.4.3), и, после замены: 2*L/R = T (1.4.4), где T = ((2*4.1 (мГн) )/3.4 (кОм)) = 2.412 мкс: h(t) = 0.5*EXP(-t/T) = 0.5*EXP(-t/2.412)  (1.4.5).

График h(t) построен на рис. 3.
[image: image3.emf]Рис. 3. Переходная характеристика
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2. Для расчета комплексной спектральной плотности непериодического сигнала f(t) произвольной формы используется прямое преобразование Фурье:

[image: image4.png]Fjm)= Tf(t)e"”mdt



.

Для заданного входного сигнала Sвх (рис.1б) прямое преобразование Фурье дает выражение:
Sвх(jω) = 0(τ(V*(EXP(-jω*t))*dt) = (V/(jω))*(1 - EXP(-jω*τ))  (2.1.1), где V = 5 В, τ = 5 мксек (см. рис. 1б).
Выражение (2.1.1) приводится к более удобному виду путём замены: ω*τ = 2*x  (2.1.2); тогда, по формуле Эйлера:

1 - EXP(-jω*τ) = 1 - EXP(-j2*x) = 1 – COS(2*x) + j*SIN(2*x)  (2.1.3).
Воспользовавшись известными из тригонометрии тождествами:

1 – COS(2*x) = 2*(SIN(x))2  (2.1.3а), SIN(2*x) = 2*SIN(x)*COS(x)  (2.1.3б), получаем:

1 - EXP(-j2*x) = 2*j*SIN(x)(COS(x) – j*SIN(x))  (2.1.4), и, после обратной замены:

(COS(x) – j*SIN(x)) = EXP(-jx)  (2.1.4а), x = (ω*τ)/2  (2.1.4б):
(1 - EXP(-jω*τ)) = 2*j*SIN(x)*EXP(-jx)  (2.1.5); отсюда:
Sвх(jω) = 2*(V/ω)*SIN((ω*τ)/2)*EXP(-j(ω*τ)/2)  (2.1.6), и, умножив и разделив  (2.1.6) на (ω*τ)/2, окончательно:

Sвх(jω) = V*τ*((SIN((ω*τ)/2))/((ω*τ)/2))*EXP(-j(ω*τ)/2)  (2.1.7).
и для амплитуды (модуль экспоненты комплекса равен 1): Sвх(ω) = V*τ*(|SIN((ω*τ)/2)|)/((ω*τ)/2)  (2.1.8); в числах:
Sвх(jω) = 5*5*((SIN((ω*5)/2))/((ω*5)/2))*EXP(-j(ω*5)/2) = 25*(SIN(2.5*ω)/(2.5*ω))*EXP(-j*2.5*ω) (2.1.9) Sвх(ω) = (25*|SIN(2.5*ω)|)/(2.5*ω)  (2.1.9а).

3.1. Комплексная спектральная плотность выходного сигнала равна комплексной спектральной плотности входного сигнала, ум-ноженной на комплекс передаточной функции по напряжению; то же самое относится к амплитудам:
Sвых(jω) = Sвх(jω)*H(jω)  (3.1.1); Sвых(ω) = Sвх(ω)*H(ω)  (3.1.1а);     

Sвых(jω) = 25*(SIN(2.5*ω)/(2.5*ω))*EXP(-j*2.5*ω)*ω*4.1/(IMABS(3.4+jω*8.2)*EXP(j(90°-IMARGUMENT(3.4+ jω*8.2)  (3.1.2);
после замен и сокращений:
Sвых(jω) = 41*(SIN(2.5*ω)/√(11.56 + 67.24*ω2))*EXP(j(ATAN(3.4/(ω*8.2)) - 2.5*ω)  (3.1.3),
Sвых(ω) = 41*|SIN(2.5*ω)|/√(11.56 + 67.24*ω2)  (3.1.3а).
3.2. График амплитудного спектра Sвых(ω) построен на рис 4.         
[image: image5.emf]Рис 4. График амплитудного спектра
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4.1. При 0 < t < τ = 5 мксек:
u(t) = V*h(t) = 5*0.5*EXP(-t/2.412) = 2.5*EXP(-t/2.412)  (4.1.1).
При t = τ-0 («до коммутации») u(τ-0) = 2.5*EXP(-5/2.412), суммарное напряжение на обеих катушках равно:

uк = 2*u(τ-0) = 5*EXP(-5/2.412)  (4.1.2). В то же время, по 2-му закону Кирхгофа: Uвх = uк + i(τ-0)*R  (4.1.3),
где i(τ-0) – мгновенное значение тока. Отсюда: uк = Uвх - i(τ-0)*R  (4.1.3а), и «до коммутации»:

5*EXP(-5/2.412) = V - i(τ-0)*R  (4.1.3б); следовательно, i(τ-0)*R = 5 - 5*EXP(-5/2.412)  (4.1.3в). «После коммутации»:
uк = 0 - i(τ+0)*R  (4.1.4). Поскольку ток в катушке не может измениться мгновенно (см. [1], гл.1), i(τ+0)*R = i(τ-0)*R ;

тогда, из (4.1.4) и (4.1.3в): uк = 5*EXP(-5/2.412) - 5  (4.1.5) и u(τ+0) = 2.5*EXP(-5/2.412) – 2.5  (4.1.5а), после чего:

u(t) = 2.5*(1 - EXP(5/2.412))*EXP(-t/2.412)  (4.1.6). График u(t) построен на рис 5.          
[image: image6.emf]Рис. 5. График u(t)
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Для схемы из резистора и 2-х катушек индуктивности определены следующие характеристики цепи: комплексная передаточная функция по напряжению, (построены графики её АЧХ и ФЧХ); переходная характеристика (построен график) .Определена комплексна спектральная плотность «прямоугольного» сигнала, рассчитан и построен график амплитудного спектра.Определена комплексная спектральная плотность сигнала на выходе цепи; рассчитан и построен график амплитудного спектра. Определена функция мгновенного напряжения на выходе цепи; построен график.
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